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Hoddany Akos Linedris rendszerek transzfer

karakterisztikai

»Egy rosszabbul tanitott jo tananyag
rosszabb, mint egy rosszabb tananyag
jol tanitva”

Lovasz Laszlo

A hdlézatok frekvenciafliggésének vizsgdlata a hirkdzlés fejlddéséhez kdtédden a XX.
szdzad elsd felétdl kerllt a figyelem kdzéppontjdba. Ma is kdzponti fontossdgu az in-
formd&cidatvitel gyorsasdga, csak ma mar oz analdg jelek helyett tobbnyire a digi-
talis jelek atviteli kérdései domindinak. A rendszerek frekvenciafiggd viselkedésének
klasszikus leirésai matematikailag megalapozottak, de didaktikai kidolgozottséguk
kifogasolhatd. Ez a cikk a térténetiség felidézése mellett e témakdr dramkodr-orientalt
targyalésat vazolja, ami didaktikai elényei mellett a Bode-diagramok Ujraértelmezését
és az egyes tagok pontosabb szelektdlasat is eredményezi.

Kulcsszavak: franszfer karakterisztika, Nyquist-diagram, Bode-diagram, pélus-zérus kép,
ireducibilités, rezonancia, josagi fenyezd, sGvszélesség

Bar az els6 elektromos vagy elektromagneses elven miikodé hirkozlé berendezéseket,
a tavirokat mar a XIX. szdzad els6 felében kifejlesztették, majd a szdzad masodik felében
megjelentek a vezetékes telefonok is,' de a hirkozlés elméleti megalapozasa a XX. szdzad
kozepéig varatott magara. A tudomanytorténet az informdciéelméletet Shannon 1948-ban
megjelent tanulmanyait6l [1] eredezteti, amelyek kozvetlenill tdmaszkodnak Nyquist
(1928 [2], 1932 [3]) és Hartley (1928) [4] cikkeire.> Az emlitett publikdciék mindegyike
a Bell System Technical Journalban latott napvilagot, ami a Bell Telephone Laboratory?
id6szaki kiadvanya volt. Ebben a folydiratban jelent meg 1932-ben Nyquist: Regenera-
tiontheory [3], majd 1937-ben Norton: Constant resistance networks with applications to
filter groups [5] és 1938-ban Bode: Variable Equalizers [6] cim cikke, amelyekben a négy-
polus-szemlélet térnyerése mellett nyomon kovethetd, hogy miként vizsgaltak a haldza-

! Samuel Morse 1838-ban mutatta be a taviré vilagszerte elterjedt valtozatat, Alexander Graham Bell pedig

1876-ban adta be a telefon szabadalmat.

A mintavételezési alaptételt, miszerint a minimaélis mintavételezési frekvencidnak az el6fordulé legmaga-

sabb frekvenciakomponens kétszeresének kell lennie a jel torzitdsmentes visszadllithatésdgahoz, Shannon—

Nyquist-tételnek, mig a csatornakapacitdsrol szolé alaptételt Shannon—Hartley-tételnek is szokds nevezni.

3 Eredetileg ATET Bell Laboratories, majd Bell Telephone Laboratories, ezt kovetéen Bell Labs néven szere-
pelt. A tulajdonos- és névviltasokat koveten hivatalosan ma Nokia Bell Labs. (A Bell Telephone Laboratory-
ban elért eredmények jelentdségét mutatja, hogy 8 Nobel-dijat is kaptak az elmult szdz évben. 1956-ban
példaul a tranzisztor feltalaldsaért John Bardeen, Walter H. Brattain és William Shockley, a Bell Telephone
Laboratory munkatérsai kaptdk meg a fizikai Nobel-dijat.)
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_ FATALIN-HODANY: Linedris rendszerek transzfer karakterisztikdi...

tok frekvenciafiiggd viselkedését. Ezen irdsok adjak a torténeti alapjat a ma mar standard
szemléltet6képként alkalmazott Nyquist- és Bode-diagramoknak.

s

A négypdlus-szemléletet és annak egyszerUsitett alternativait: a kétpdluspart
és az egyszer(sitett transzfer-modellt a blackbox mddszer* alkalmazasaként vezették be
a villamos hélézatok vizsgalatara (1. abra). Egy-egy aramkor miikodésénél kérdésként ve-
tédik fel, hogy adott paraméterek (példaul impedancia, frekvencia) megvaltozasa miként
befolydsolja a négypdlus viselkedését. Ez tgyis atfogalmazhato, hogy a transzfermodell
vezérelt generatoranak az atviteli tényez6jét, — az 1. dbran az Au fesziiltségerdsitést — mi-
ként befolyasolja az adott paraméter megvaltozasa.” A leggyakoribb, altaldnos vizsgalati

szempont a frekvencia megvaltozasinak a hatasa.

X(t t
O prackbox 2+
bemenet kimenet
négypolus-kép kétpoluspar-kép egyszertsitett transzfermodell
> . === o
Ii/ primer oldal  szekunder oldal :
h I |
o] l——o ] N |
NP Us; Use| 1 | |Roe uwUse | Ui
iU Kpp Us | :
u INV u=? LI I
G A —_< [ —

1. &bra - A blackbox médszer elve és villamos alkalmazdsai

Az atviteli karakterisztika matematikai alapjai

A bemeneti jelet kimeneti jellé transzformalé leképezés matematikai leirdséra dolgoztak
ki a linedris invaridns koncentrdlt paraméterii modellt, ami egy allandé egyiitthatds lined-
ris differencidlegyenlettel, a rendszer dllapotegyenletével adhaté meg:

i d(k)y(t)_zn:bd(i)x(t)
Mgk~ L0 T g

k=0 i=0

* A blackbox médszer az tgynevezett viselkedésmodellek vizsgalati eljarasa. Szakteriiletenként mas termino-

logia terjedt el az input/output jelekre. A bemeneti/kimeneti jelekre helyenként a biol6giai inger-reakcid, mig
villamos rendszereknél tébbnyire a gerjesztés-valasz megnevezés a hasznalatos.

A transzfermodellel leirt halézatok viselkedése DC-gerjesztés mellett relative egyszer(ien szdmithaté rezisz-
tiv elemek, illetve DC vagy proporcionalisan vezérelt generdtorok alkalmazésaval. Id6ben véltozé gerjeszté-
sek esetén azonban a halézatok karakteriszitkaiban a gerjeszt6jel paramétereitdl is fiiggd impedanciak jelen(-
het)nek meg, amelyek bonyolitjak a halézat viselkedésének vizsgalatat.
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FATALIN-HODANY Linedris rendszerek transzfer karakterisztikdi

E differencidlegyenlet Laplace-, illetve Fourier-transzformaltja a kovetkez6:®

Laplace transzformaltja: F ourzer-tmnszformalt]a
Z a(Y(s) = Z bi()'X(s) Z @)Y (jo) = Z b X ()
k=0 k=0

Ezen egyenletekbdl szarmaztathat6 a rendszer dtviteli fiiggvénye, illetve frekvenciadtviteli
fliggvénye,” ami az idGtartomany helyett a frekvenciatartomanyba helyezi 4t a vizsgalatot:

arviteli fiiggvény: frekvencia atviteli fiiggvény:
Y o bys’ Y(j o bi(jw)'
H(s) = L&) _ Zibis H(jw) = U2 _ ZizobiG)
X(s) o xS X(jw) i Oak(](u)

A H(jw) frekvencia atviteli fuggvény egy valésparamétertt komplex értékd fuggvény,
amelynek szemléltetésére lényegében hdrom grafikus mdédszer fejlédott ki az idék soran.

A Nyquist-diagram

Nyquist az w valés paraméter szerint dbrazolta a H(jw) frekvencia atviteli fuggvény érté-
keit, az igynevezett amplitud6-fazis jelleggorbét a komplex szamsikon. E fogalmilag egy-
szerl szemléltetés el6nye, hogy a kapott gorbe egyes pontjainak mint komplex szimoknak
a valos-képzetes, és abszolutérték-fazisszog koordinatai egyarant konnyen leolvashatdk,®
de a gorbe egyes pontjaihoz tartozé @ paraméterérték megallapitdsa mar problémat je-
lenthet.

¢ E transzformacidkat részletesebben ismerteti Mérton [7], aki a diszkrét jelek Z-transzformaciojéra is kitér.

Oliver Heaviside [8], aki a vektoranalizis megalapozéjaként megadta az eredetileg 20 Maxwell-egyenlet mai
alakjat, és kidolgozta 188087 kozott a differencidlegyenletek algebrai egyenletté alakitdsanak modszerét.
Ebbél fejlédott ki a Laplace-transzformacio, ami sok formai hasonlésagot mutat a Fourier-transzformécidval.
A fenti analégia e két transzformdcio linearitdsat és a derivaldshoz val6 részben hasonlatos viselkedését hasz-
ndlja ki:

& [of +Bg]=a[f]+BL[f] Flaf+pegl=aF[f]+BL(f]

L[f|=s-&[f]—f(0)s>0 esetén FLf]=jo-F[f].
Tartalmi killonb6z8ségiik a két definicié formai 6sszevetésébdl, illetve alkalmazéasaikbol is kidertil:

Z[f]= I, f(t)e~tdt LUf]= I, f (et dt.
(A Laplace-transzformécié a fenti differencidlegyenletek megoldésa mellett persze felhasznalhaté a Fourier-
transzformacio egyiitthatdinak, valamint sorozatok sszegének a meghatarozasara is.)
A H(s) és a H(jw) fiiggvény formadlisan szdrmaztathaté egymdsbdl az s=jw helyettesitéssel is, ezért szokds
a Laplace-transzformdcié s paraméterét komplex frekvencianak is nevezni. A frekvencia dtviteli fiiggvény
helyett szokasos a transzfer karakterisztika (dtviteli jellemzd) kifejezés haszndlata is. Fodor kiilon tanulmanyt
szentelt a frekvencia dtviteli fiiggvény itt érintett kétféle értelmezésének. [9]
Az ugynevezett Nichols-diagram az amplitad6-fazis jelleggorbét a komplex szamsik polérkoordindta-rend-
szerében szemlélteti, ahol az egyik tengelyen a fazisszog, a masik tengelyen pedig az abszolutérték szerepel
decibelben.
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FATALIN-HODANY Linedris rendszerek transzfer karakterisztikdi

A mai szdmitastechnikai eszkozokkel e gorbe megrajzolasa konnyd, de kézi szerkesz-
tése csak akkor egyszer(, ha a H(jw) frekvencia atviteli fiiggvény olyan raciondlis tortfiigg-
vény, amelynek szamléldja és nevezdje is legfeljebb elséfoktl polinom. Ekkor polinomosz-

tassal a frekvencia atviteli fliggvény alakja H(jw) =« +ﬁ , amibdl a masodik tag az a kor,

aminek a sugara és a kozéppontja egyarant /(2y),’ igy ebbdl a frekvencia atviteli fiigg-
vénygrafikonja e kor a-val valé (vizszintes) eltoltja (2. dbra). A kapott gorbéhez készithetd
ugynevezett skdla egyenes, amellyel nomogramszertien leolvashaték a gorbe pontjaihoz
tartoz6 w értékek.’® A magasabb rendl H(jo) frekvencia atviteli figgvények tobbsége visz-
szavezethetd ilyen egyszeri tagok Osszegére a parcidlis résztortekre bontds miveletével,
de az ered6 gorbét pontonként kell el6éllitani az azonos o értékekhez tartozé pontok vek-

tori Osszegzésével, ami igen hosszadalmas!

Kézi abrazolas Abrazolas Matlab programmal:
2 T o H T T
linearis fiiggvény linearis tortfiiggvény I S SO S N SN (S
. . 2(jw)? +5(w) +1
H(jw)=a+ Bjw H(jw) =a+ e H(jw) =
(o) Yy +jw (]_ (1)2+2(](u)+3
Im Im g% ’ = =0 ]
I 5 s —
— a OH“ﬁ T n 1
=0, Re = =0 ¢
[¢3 15
%5 ois 1 15 2 255
Real Axis

2. dbra - Nyquist-diagramok élbrézoldsai

A Bode-diagram

A H(jo) frekvencia atviteli fliggvény Bode-diagramjénak két alapjellemzdje a kovetkez6:

+ a H(jw) komplex (kétdimenzios) értékek abszolutérték és fazisszog koordinatai
az o paraméter fiiggvényében kiilon-kilon keriilnek dbrazoldsra, aminek ered-
ményeként el6all a |H(jw)| abszolutérték-jelleggirbe™ és az arc[H(jw)] fdzis-jelleg-
gorbe,

p__p|_|pl2r-(r+jo) ]\ lr=ol |8
°  Ennek bizonyitasa a kovetkez6: \ v jo 2y | 2r(r+je) y+jo| 27
" Fodor bemutat egy ilyen parameéteregyenes szerkeszte51 eljarast. [10]
11 A szakterminoldgia az abszoliitérték helyett (nem tal szerencsésen) inkabb az amplitiidé kifejezést haszndlja.
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FATALIN-HODANY Linedris rendszerek transzfer karakterisztikdi _

a mddszer lényeges eleme, hogy mind az w paramétert, mind az abszolutértéket
logaritmikus skalan jeleniti meg, mialtal e grafikonok tobb nagysédgrend egyide-
jl szemléltetésére is alkalmasak. (Az abszolutérték logaritmikus 1éptékére a gya-
korlatban a dB egység hasznalatos, amely a definici6 szerint fesziiltségerdsitésnél
az adott ardny logaritmusanak a 20-szorosa.'?)

A szorzatalakt H(jw) frekvencia atviteli fiiggvényekre két fontos észrevétel is tehetd:

Ha H(jo) =

Egy linedris H(jw)=jw+w, frekvencia atviteli fiigg-
vény az aldbbi meggondoldsok alapjan egyszer(ien [H(w)]
vazolhato, ha a (kor)frekvencia-skaldn is logarit- |20ks(w)+20

mikus léptéket alkalmazunk:

.

H,(jo)

, akkor

‘HIHHZ‘

az abszolutértékre érvényes IH|= |
H3

azonossag, valamint a logaritmus azo-
nossagai miatt az amplitudd-jelleggorbére decibelben a kovetkezd osszefliggés all
fenn: H** = H *®* + H - H,®%, igy az ered6é H* amplittidé-jelleggorbe az egyes té-
nyez6k jelleggorbéinek az (el6jeles) Osszege,

az eredd fazis-jelleggorbe az arc[H]= arc[H, ] + arc[H, |-arc[H, ] azonossag alap-
jan szintén az egyes tényez6k fazis-jelleggorbéinek az (el6jeles) dsszege.

amplitudo-jelleggorbe:

Hjw)| = |@-j+ |

Az amplitidd-jelleggorbét decibelben
a H%(jw)=20-gljo+w,| monoton nove-

kedéfiggvény irja le, amelynek aszimp-
ggvény frj y Pl g

totikus viselkedésérél elmondhatd, hogy @,
; ; . fazis-jelleggorbe:
0—>0 esetén a vizszintes 20-glw)| ®  arcl(ja)] = arctg(w/w)
egyeneshez, mig W—>oo esetén | //"/
a 20lg|(jw)|=20lg(w) gorbéhez tart, ép
azaz -t logaritmikus skdldn dbrazol- 4 R
va az aszimptota meredeksége +20 dB/ /
dekdd. A két aszimptota metszéspontja 7
az w=w, Ggynevezett torésponti frekven- w,

ciandl van, ahol az eltérés a valédi érték- 3.dabra - Linedris tag Bode-diagramija
t61 3 dB* (3. abra).

2 A logaritmikus léptéket a telefonkabelek csillapitasi jellemzéjeként transmission unit (TU) néven a Bell
Telephone Laboratory mérnokei vezették be, amit 1923 koriil neveztek at decibelnek Bell tiszteletére. A dB
a BIPM ajénlasok ellenére is csak meglehetésen késén, 2011-t6l vélt az SI rendszer hasznalhaté egységévé.
(Teljesitményardnyok esetén a logaritmus 10-szerese szerepel a definiciéban.)

¥ Egyszertien beldthaté: 20 - Ig|jo, + o | =20 - Ig|w | = 20 - lg|V2 o |-lglo []=20- IgV2 = 3dB.
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_ FATALIN-HODANY Linedris rendszerek transzfer karakterisztikdi

+ A fazis-jelleggorbe az arc/H(jw)]=arc[lg(jw+w,)]=arctg(w/w,) monoton névekedd
fiiggvény, aminek a hatarértéke w—0 esetén 0% mig w—>o esetén pedig +90° igy
ez a fiiggvény e két vizszintes egyeneshez konvergdl. A torésponti frekvencian
a fazisszog arctg(1)=45°, ahol a gorbe meredeksége a lg(w) skéla miatt 66°/dekdd,
azaz a gorbe ilyen meredekségli egyenessel kozelithet6 (3. abra).

Tobb linedris tényezé szorzataként el6allé frekvencia atviteli fliggvény Bode-diagramja
az (el6jeles) Osszegzési szabdly alapjan egyszertien vazolhat6 kézzel is. Egy szamldléban
levé tényezé példaul +20 dB/dekdd, mig a nevezében szereplé —20 dB/dekdd meredek-
séggel valtoztatja meg az amplitudd-jelleggorbe novekedési meredekségét az aktudlis to-

résponti frekvencianal.'®

A polus-zérus kép

A polinomok szorzattd alakitdsarol sz4l az algebra alaptétele:'®
minden polinom linedris polinomok szorzatdra bonthato a komplex szdamtest felett.

E tétel szerint minden H(x) raciondlis tortfiiggvény el6all a kovetkezd torzstényezds alak-

ban:
H(x) — ln=0 blxl — . ?’=1(x - Zl)
ka=o apxk Hkm=1(x — Dk)

Fogalmilag ez a formalis polinomok elméletének az eredménye, ami alapjan persze el-
mondhatd, hogy ha egy raciondlis tortfiiggvény szamlaldja n-ed foku, akkor a multipli-
citasokat figyelembe véve pontosan n zérushelye van, az m-ed foka nevezéjének pedig
hasonl6an m zérushelye van, amelyeknél a tortfliggvény nincs értelmezve, azaz ezek a p6-
lushelyei. (Ez a megfogalmazds a polinomfiiggvények korében adott interpretacio.'”) Egy
H(x) raciondlis tortfiiggvény polusait és zérushelyeit a komplex szamsikon dbrazolva kap-
juk a polus-zérus képet, ami a szorzatalakban felirt tortfiiggvény egy vizudlis reprezenta-
cidja (4. abra).

Az arctg figgvény meredeksége a [g(w) skdla mentén a ldncszabély alapjan:
darctg(®/o,) _ darctg(®/o,)  dig(w) _bél darctg(®/w,) _ 1n10:(“/e,)

dw dlg(w) dw dlg(w) - 1+(w/m[)z

)

In(1

azaz ®=w, esetén 1 (z) ~ 1,15 rad/dekdd ~ 66°/dekdd ~ 90°/1,5dekdd.

+1
* Az w=0 eset karakterisztikdja az (1;0) ponton dtmend +20 dB/dekdd meredekségli egyenes toréspont nélkiil.
16 E tétel (kozel) hidnytalan bizonyitasat el6szor Carl Friedrich Gauss kozolte 1799-es doktori disszertacidja-
ban, majd a kovetkez6 50 évben tovabbi 3 bizonyitast is adott ra.

A (formaélis) polinomok elmélete kiillonbozik a polinomfiiggvények elméletétol.
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FATALIN-HODANY Linedris rendszerek transzfer karakterisztikdi

Im
raciondlis tortfiiggvény: a+Bj oo
HGO _ X HAx+5 (@+2-DE+2+0 e gz,
x2+4x +3 (x+D(x+3)

- Re
polusok: p;=-3; p=-I ;jelolésiik: o py=-3 as2 Pt
zérushelyek: z;.,= a +f=-24j; jelolésiik: x "

o-Bj Aw=2a

4. &bra - Egy H(x) raciondlis tortfUggvénypodlus-zérus képe

Mivel az éllapotegyenlet egyiitthat6i valdsak, tehat az itt szerepld polinomok egytitthatéi
is valdsak, igy a pélusok és a zérushelyek sziikségszertien vagy valés szamok, vagy komp-
lex konjugalt gyokparok, ezért az algebra alaptétele itt igy fogalmazédik at, hogy minden
valos egytitthatos polinom linedris és irreducibilis masodfoku valds egytitthatés polino-
mok szorzataként 4ll el6, azaz a valds polinomok altaldnos torzstényezés alakja a kovet-
kezé:

H(x) = K - Tli(x — z;) - TIe(x? + cxx + df) "

A H(jo) frekvencia atviteli fliggvény esetében egy z, = a + B+ komplex konjugalt gyokpar
okozta irreducibilis masodfoku tag az a és f3 egyiitthatdkkal kifejezve a kovetkezé alakot
olti:

H(jo) = [(0) - a+ Bj] - [(0) -« =B - j] = [0 —2a(je) + o2+ B ],
ezért egy éltaldnos H(jw) frekvencia atviteli fliggvény torzstényezds alakja a kovetkez6:

L) — z] - TLIGw)? + 20,(jw) + (o + B2)]
(@) = pid - [ G0)? + 20, (jw) + (o + B3)]

ahol K, z,,p,, o, és B, egyardnt val6s szamok."

H(jw)=K

Masodfoku tagok Bode-diagramja

A masodfokd tagok Bode-diagramjinak vézoldsira az aldbbiakban a szakirodalomban
megszokottdl némileg eltéré eljards keriil ismertetésre, amelynek f&bb jellemz6i és el6-
nyei a kovetkez8kben foglalhatok 6ssze:
1. Az elemzés egyszerliségét alkalmazasorientaltsdga biztositja, ugyanis dramkor
szempontud fogalmakkal operdl, ami didaktikai aspektusokbdl is elényos.

Az irreducibilitasi feltétel miatt a (c,d,) szaimpdrokra teljesiil a ¢ ’<4d’, azaz |c,|<2|d,| Osszefiiggés.

Fontos, hogy a pélus-zérus kép alapjan a H(jw) frekvencia atviteli fiiggvény szorzattd alakitdsdnak a célja
az ugynevezett torésponti frekvencidk megallapitasa, mig a formailag analég H(s) atviteli fliggvény elemzése-
kor a zérus-polus helyek megéllapitisa mds szempontbdl bir jelentéséggel.
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_ FATALIN-HODANY Linedris rendszerek transzfer karakterisztikdi

2. A miésodfokd tagok megszokott irreducibilitis szemponta felosztdsa kiegésziil
a rezonanciajelenség felléptének egyidejl vizsgalataval, ami rairdnyitja a figyel-
met azon irreducibilis tagokra, amelyeknél még nem 1ép fel kiemelési jelenség.?°

3. E modszer eredménye pontossig szempontjabdl némileg jobb a szokvanyos el-
jarasokéndl, de ennek a jelentGsége a mai szamitégépes hattérrel mar kicsi.

A masodfoku tagok H(jw) frekvenciadtviteli fiiggvénye a Aw=-2a és az w '=a’+f3? jelolés
bevezetésével a tovdbbiakban a kovetkez6 alakban szerepelnek:

21
H(jw) = (jw)? +Aw - jw + 0§ = 0f — 0? + Aw * jw,

ahol a Aw paramétert sdvszélességnek, az w -t Thomson-frekvencidnak nevezziik.*> A to-
vébbiakban a kiilonb6z6 esetek attekintésére a rezgékoroknél szokdsos Q=w /Aw Gssze-
fuggéssel definidlt josagi tényezd alapjan kertl sor.?

A mésodfokd tagok amplitudd-jelleggorbéjérél altaldnosan megallapithato, hogy a

[H|9B = 20-1g|w? — 0 + Aw - 0]

fiiggvény aszimptotikusan w—0 esetén a vizszintes, 40-lg(w) értéki egyeneshez, mig
w—oo esetén a 20-Ig|(w)*|=40-lg(w) gorbéhez, azaz logaritmikus w-skaldnal a 40 dB/dekdd
meredekségli egyeneshez konvergal. A két aszimptota (fiktiv) metszéspontja az w, Thom-
son-korfrekvenciandl van, ahol a fliggvényérték eltérése a fiktiv metszésponttél pontosan
-Q%, ugyanis

Aw
A[H® ()] = 20 - 1g|w, - Aw| — 40 - Ig|wo| = 20 - lgm— = —QIB,
0

Egy gyakori tévhit, hogy az irreducibilitds egyben rezonancia jelenséget hordoz magaban.

Az irreducililitas feltétele: Aw<20.

A Thomson-frekvencidt szokas sarok-, illetve mdsodfokil zérus- és pdlusfrekvencidnak is nevezni. A rezonan-
ciafrekvencia mindig kisebb a Thomson-frekvencianal, és csak a csillapitds nélkiili hataresetben (a=0) esnek
pontosan egybe, amikor éppen a csillapitas nélkiili fiktiv  rezonanciafrekvenciaval azonosak.

A rezgbkori terminoldgia megel6legezése indokolhaté a soros RLC kovetkezd atviteli figgvényével:

1

oy Ue _ Ciw _ 1 _ LC _ Lc . P < 2
HGo) === ReLjot e OGP +RC 101 oy 42wt 2 Gor +2jut ami Thomson-frekvencia és a savszé-

E 2

Lc oy
H(w) = LC =— - =
(jw)? +|5-ju) + ﬁ (jw)? + Aw " jo + ©f

lesség fogalmadval az alabbi alakot 6lti:
A szakirodalmi feldolgozdsok a masodfoku tagok azon formadit preferéljak, ahol a konstans tag 1, azaz:

jw)2 2 )2 ®
H(jw) = g Z) +—Z-jm+ 1= (]—) +2(-j(—)+ 1.
[OT3 Wg [T Wy

Az igy definialt { csillapitdsi egyiitthatéra e formai dtirds alapjan { =/%4Aw/w =1/(2Q). Didaktikailag célsze-
riibb a meglevé Aw sdvszélesség és Q jésdgi tényezd Gjabb alkalmazasdval elmélyiteni fogalmi tartalmu-
kat, mintsem bevezetni a { csillapitasi egyiitthaté Gj fogalmat. [11] A ( elnevezése is kovetkezetlen, ugyanis
a négypolusoknal a csillapits az erdsités reciproka, itt viszont a { csillapitasi egytitthat6 ennek csak a fele,
ugyanis a Q josagi tényezé éppen az erdsitést adja meg a Thomson-frekvencian.
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FATALIN-HODANY Linedris rendszerek transzfer karakterisztikdi _

Az 5. dbra néhany kiilonboz6 Q jésagi tényezd esetén vazolja a masodfokd tag aszimpto-
tikus kozelitését, amelyekhez az alabbi észrevételek tehetSk:

a) A Q<—6dB, azaz Aw>2w, esetben két valés gyok (a, és a,) van, ezért a szorzatalak:

H(jw) = (jo — &) (o — @) = (ag - @) — 0% — (g + 0) " jo = 03 — w? + Aw * jo.

A Kkisebbik térésponti frekvencidndl (w,=—a,) el6bb 20 dB/dekdd meredekséggel,
majd a nagyobbikndl (»,=—a,) még tovabbi 20 dB/dekad meredekséggel torik fel-
felé a grafikon. Az w, Thomson-frekvencia a két torésponti frekvencia mértani
kozepeként a fiktiv savkozépnek, dsszegiik pedig a fiktiv sdvszélességnek feleltet-
hetd meg.**

b) A Q=-6dB, azaz Aw=20,az irreducililitds hatdrhelyzete, amikor konjugalt komp-
lex gyokpdr helyett kétszeres valés gyok van (—a=w, és f=0), igy a frekvencia atvi-
teli fiiggvény szorzatalakja H(jo)=(jo+w )* azaz a grafikonja az w=w, térésponti
frekvenciandl +40 dB/dekdd meredekséggel torik felfelé.

Az irreducibilitasi tartomanyban a fiiggvényt teljes négyzetté alakitdssal érdemes vizsgélni:

Aw?

G| = V@ = a7 G = o = (0~ )| 0 - (0 - 22"

’ s 7 . Aw? ’ s . .
éscélszerlibevezetniaz o, = /wg - % =w, [1— % képlettel definidlt, rezonanciafrekvencia-

nak nevezett valtozét, amivel a fiiggvény [H(jw)| =/ (w? — w?)? + 0f — w} alakba irhaté.

¢) A -6 dB<Q<-3 dB, azaz \/Ea)o <Aw < 2w, irreducibilitasi tartomanyon belil az
o; <0 (azaz w, komplex érték), igy a |H(jo)| fiiggvény monoton né, igy nincs ki-
emelési jelenség. A rezonanciajelenség hatérhelyzete Q=-3 dB, Aw = \/5(00 , 0 =0
értéknél kovetkezik be, ekkor simul legjobban az aszimptotikus kozelités a valédi
gorbéhez.

7 7 sz 7 . o 7 . . " z v B
% Felhasznalva a szdmtani és mértani kozép kozti egyenlétlenséget: Q = m—i =Y0%2 <3 azaz Q<-6dB.

A gty
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a)
|He®(jw) | |HeB(jea)| "I
10iger, -
TV i mdsodrendii tag o
a; 6s ay két torésponti frekvencia ..\ | csekély kiemelés !
rezonancia nincs o P
|H®(jw)| | HeB(ju) | """
401,
)
---- g mdsodrendii torésponti frekvencia ----------i----1  fooeeoeeeee --- irreduciblis mdsodrendii tag
rezonancia nincs kicsi rezonancia
c) Y/,
| He(jus)| H / M) |
| a
40lgw,) w 40igo,
irreduciblis mdsodrendii tag
kiemelés még nincs

5. dbra - Példdk mésodfokd tag amplitidé-jelleggdrbéjének aszimptotikus kozelitéseire

Ha Q>-3 dB (azaz Aw = \/ga)o ), akkor a |H(jw)| fiiggvénynek mdr van minimuma. Erde-

mes kiilon jellemezni e rezonanciatartomdny 6. dbran lathaté harom szakaszat:
d) A-3dB<Q<3dB,azaz o,/ 2 <Aw< \Ewo esetén, a rezonanciatartomany elején
a kiemelés mértéke csekély, még a felsé hatdrndl sem éri el a —3,6 dB-t. (A d) dbran

a Q=0 dB eset szerepel, ahol 0, =, / V2, és a tényleges kitiiremkedés mértéke

kisebb —2,5 dB-nél.)

e) A Q>3 dB-es kozelitést meghaladé negativ irdnyu kiemeléshez Aw <,/ 2 sév-

szélesség kell. A rezonanciafrekvencia mindig kisebb a Thomson-frekvencidnal,

de a tényleges kiemelés mértéke a rezonanciafrekvencidn is j6 kozelitéssel —Q®

marad? (6. dbra).

25

E kozelités pontossagat jellemzi, hogy H(jwr) legfeljebb néhdny tized decibellel kevesebb a H(jw0) értéknél,

ugyanis konnyen belathato, hogy H(m')/H(wo) ~ [, a rezonanciatartomanyban.
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rezonanciafrekvencia-erdsités helygorbe

tényleges/névieges érték eltérések

Q/[dB] £/f Q/Q,[dB]

40 1 f [
{ | F 0,6

" 08 7 '
Kelylx - / nagy &ezzmncm a2
N 20 Qo
dB<Q,<3/6/dB 04 PR L 18
), 0L 8[7 0,

'77777777L777777777777:77 10 0,2 L 24

Qo= {3 4B Q L+ 0 . 5

0,8

0

02 04 0,6

1 f/f,

5 0 5 10 15 20 25 30 35 40Q,[dB]

6. dbra - A rezonanciatartomdny jellegzetes szakaszai a josagi tenyezé fuggvényében

f) Nagy josdgi tényez6 (Q>20 dB), — az 5/f dbran példaul Q=20 dB és Aw=0,1w  ese-
tén a rezonanciafrekvencia jol kozelithet6 az v =, ~Aw/8 képlettel. A kitiiremke-
dés szélességérdl (a szokdsos 3 dB-es kozelitésen beliil) megallapithaté, hogy az o,

rezonanciafrekvencia koriili +Aw/2 sdvban a mélysége ~Q4® .2

A kiemelési jelenséghez érdemes a kovetkezd két pontositd észrevételt tenni:

a) Az aszimptotdktol torténd kitiiremkedés — a szokdsos 3 dB-es kozelités mel-
lett — az @ /2 frekvencianal kezdédik és a V2w, frekvencién be is fejezédik, azaz
a kiemelés jelensége 0,8 dekddon belill jatszddik le (7/a dbra).
b) Egyes gyakorlati alkalmazdsokndl @) Kis josdg tényezG: 3 dB<|0®|<10 dB
z z I rr ” 7 H(j)
(példdul a szelektiv szlir6knél) fonto- 0~ 1248
sak a nagy jéségi tényez6jli (Q>20dB) a2
---w,=0-0w/8 S
tagok, amelyeknél az w *Aw/2 rezo- a2 @ 140, %“'%
nanciasavbol kilépve egy sziik kor- . . sz_ Y |
- - ‘ T
nyezetben a kitiiremkedési effektus foe ~~ w.‘ /
‘ Lo . — e
nagy valtozasi sebességgel kezd el- o= =
tinni, de a konvergdldsa a 3dB-es |b) Nagy josigi tenyezO 20 dB<|0”|
szinthez kozeledve lelassul. A sav- i =
szélességbbl kilépve és tAw Ié- . J S T V ;
pést megtéve meglehetésen nagy T / 5
\/A
AL
7. &bra - Mdasodfokd tag amplitidd-jelleggdrbé-
jének toréspontos kozelitése a rezonanciafrekven-
cianal
26 A 3 dB-es toréspontraa VZ = H(m')/ (00) = % egyenletbdl a Aw <<or, azaz

felhasznaldsaval kozelits megoldasként adédik: wr = v wf + wdw = (vr *

©
[7) Osszefiiggés
w, _“’
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FATALIN-HODANY Linedris rendszerek transzfer karakterisztikdi

(~10 dB/Aw) a kezdeti valtozasi sebesség,” amit az el6z6 linedris kozelités elrejt

(7/b 4bra).

Az irreducibilis masodfoku tag fazis-
jelleggorbéje a kovetkezd figgvény:

Aw - w
(pzarctgz—z
wy —w 90° 4

E figgvény egyszerien vazolhatd, mivel
a hatdrértéke w—0, illetve w—>~ esetén
rendre 05 illetve 1805 és ¢p(w,)=90". A viz-
szintes aszimptotdkat Osszekots szakasz
pedig dtmegy az (w;90°) ponton és a mere-
deksége ~90%sdvszélesség™ (8. abra).

-

80°

135°

45°

W

(w) = arct, aw
ple) = 9 wZ—w? |

8. dbra - Mdsodfokl tag fézis-jelleggdrioéje és t6-
réspontos kdzelitése

Osszetett Bode-diagramok

A tobb tényez6bdl 4ll6, tgynevezett Osszetett tag Bode-diagramja védzolhato az elemi ta-

gok diagramjainak grafikus Osszegzésével, amihez érdemes két kiegészitd megjegyzést

flizni:

1. Az elemzést az Osszetett tag hatdrértékének (0—0 és w—>0) meghatdrozdséval
célszerli kezdeni, ami aramkorileg a DC és a nagyfrekvencids viselkedés meg-

allapitdsat jelenti,”” amit a torésponti és Thomson-frekvencidk meghatarozdsa

kovet az okozott meredekségvaltozassal egyiitt. Igy példaul a
H(jw) = 202/ #500j0+20000 _ ) (wt50)(0+200)  ¢rqpgyfer karakterisztika esetében:
(jw)2+jw+100 (jw)2+jw+100
A +1,50 wort1500)2—0?) +ul-w! 500 (2ot 500) o2-00? , igy a savbél kilépve a 3 dB-es
H(or + 1, w)/u(m,)= I(( 4150 “),gw;+ 0-r _ ’(ISA (jz.A;SA DIIPE qu‘AAmz +1=yT0’ 8Y P

savhatart6l tAw lépésre mar ~10 dB-re né a véltozds! A gyakorlatban kiilonféle mérészamokkal jellemzik

e valtozasi sebességet, az ugynevezett szelektivitast. A savkozép-frekvencia jé kozelitéssel a rezonanciafrek-

vencia és a Thomson frekvencia szdmtani kozepe.

Fodor [10] a Taylor-érinté szamitdsdval némileg nagyobb meredekséget ad, de nem nehéz beldtni, hogy két

sévszélességen beliil lezajlik az atéllds, hiszen @(w,tdw/2) =~ 90° F 45°.

A szakirodalomban szokdsos a H(jw) = YiobiGw)t  alakbél a konstans tagok hanyadosanak (b/a()) ara-
TRso ar(jo)k

nyossagi tényezéként torténd kiemelése, ami éppen az w—0 hatarértéket, azaz a DC-viselkedést irjale. Az it-

teni trgyaldsban a matematikdban megszokott médon a legmagasabb foku tagok hanyadosa (bn/am) kertilt

kiemelésre, ami azonos fokszdmu nevezd és szamldlo esetén éppen az w—>o, azaz a nagyfrekvencids viselke-

dést irja le. A fenti kezd6lépés betartasa feleslegessé teszi az allasfoglalast a két alternativa kozott, rdadasul

a fizikai kép alapjan torténé megallapitdsa egyben 6nellenérzést is jelent.
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L. 1épés: lim|H(jo) = 200 = 46 dB
lim[H(jo) =2=6dB

2. 1épés merdekségviltozas:

Thomson-frekvencia: w = 10 [rad/sec] —40 [dB/dekdd]
torésponti frekvencidk o = 50 [rad/sec] +20 [dB/dekdd]
w,= 2000 [rad/sec] +20 [dB/dekdd]

2. Az egyes elemi tagok Bode-diagramjanak grafikus sszegzése relative mindaddig
egyszerlien végezhetd, amig a térésponti és rezonanciafrekvencidk egymdashoz
képest ugy helyezkednek el, hogy az egyes tagok aszimptotikus kozelitése mar
érvényesiiljon, mielStt a masik tag okozta véltozas hatni kezdene. A linedris tagok
fazismeneténél példaul a két aszimptotikus kozelités kozti dtmenet ~1,5 dekddon
at tart, igy kozeli frekvencidk esetén gyakorta el6fordulhat, hogy a két dtmenet
egyiittes valtozasat kell kozeliteni. Az el6z6 frekvencia dtviteli fiiggvénynél ezen
atfedések érzékeltethetSk az alabbi médon:

o [rad/sec] | pc [o] 10 | 11 50 200 o0
?[°] 0° | |0°] -90° |-1803| -180° | -135° || -90°-90° | -45° | 0°0°
Aw [rad/sec] L 2A0=2 1,5 dekad "~ 1,5dekad

9. dbra - A transzfer karakterisztika téréspontos dbrézoldsa
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(jw +50)(w + 200)
(w)? +jw + 100

2

FATALIN-HODANY Linedris rendszerek transzfer karakterisztikdi

(w)? + jw + 100

2(jw)? + 500jw + 20000

H(jw)

(jw + 50) (o + 200) | |

L

()2 +1-jw+100 !

20 dB

résponti frekvencidk:

2 .
wp=10 rad/s;
Aw=1 rad/s; Q:
w,=50 rad/s

'
STTTETATTTT
Y

2(jw)? + 500jw + 20000

20 4-----
L

10 f--oooombee-
3 S—

0

90 4-----
60 4-----
-30 4-----
60 4-----

wn
Ll

-120
-150

-180

24.40332]12/~0ppy1dun 2440332]121-s121f

1kiil is beldtha-
alis tortfiggvénye,*

7

e

ég kozti kapcsolat jw racion
tortfiiggvényei ezt garantéljak. A 2. dbra vezérelt generatoranak a fesziiltségerdsitése sokszor elemi tton fel-

k

-~

ese
t6 képlettel.

Jegyz
17/3.

égosz
Y
()

Z

7

dnak. A bevezetOben szerepeltetett absztrakt matematikai modell n

EMLE

S/

Id4ul a fesziilts

6 pé

BOLYA

irhat

1ras

’

% A villamos hélézatok linearis alaptérvényei (Ohm- és Kirchhoff-torvények) és az impedancidk jw racionalis

A transzfer karakterisztika az egyik alapeszkoze a dinamikus rendszerek viselkedésének

10. ébra - Osszetett tag Bode-diagramjdnak téréspontos kozelitése

t6, hogy a kimeneti és bemeneti mennyis

Didaktikai meg

le
44
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igy e modszer relative kevés el6tanulmanyt igényel, az ismerethaléba torténé érdemi be-

épitésének a kozépiskolai kovetelményeken talmutaté alapfeltételei a kovetkezok:

.

matematikai el6ismeretként a komplex szamok elemi algebrdja mellett elsGsor-
ban a hatarérték és aszimptotikus kozelités fogalmara van sziikség;

elektrotechnikai szempontbdl a szinuszos halézatok komplex szdmokkal torténé
szamitasi eljarasanak készségszint elsajatitasara, valamint a (soros, parhuzamos)

rezgbkorok klasszikus elméletének ismeretére épit e targyalds.

E médszer f6bb elényei a kovetkezok:

+ alkalmazdsa elmélyiti a hatarérték és aszimptota fogalmi tartalmat,

+ alogaritmikus lépték haszndlata mas aspektusbdl is ravilagit a logaritmus hasz-

nossagara,

+ egzakt eszkozt biztosit az dramkorok funkcionalis csoportositasahoz és jellem-

zéséhez,

"o

+ arezg6korok klasszikus elméletének eredményeit egyértelmsiti, pontositja,*

» el6késziti a tovabbi elemzéseket, igy a spektrum- és tranziens-analizis témakort.

E cikk aramkor-orientalt megkozelitésben ugyan, de hatdrozottan matematikai aspektus-

boél vizsgalta a transzfer karakterisztika fogalmat, igy szamos miiszaki szempontbdl fontos

kérdésre nem tért ki. Az oktatasi folyamatban persze ezen elméleti ismereteknek szer-

ves modon ki kell egésziilniiik konkrét aramkorok transzfer karakterisztikdjanak elméle-

ti meghatarozasaval és mérési modszereivel, valamint azon inverz feladattal, hogy adott

transzfer karakterisztikdkat milyen eljarassal lehet dramkorileg realizalni.
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Transfer Characteristics of the Linear Systems
FATAUN LAszLO - Hopany Akos

The analysis of the frequency dependency of networks played an important role in
research already in the early decades of the 20th century, driven mainly by the de-
velopment of communication systems. The speed of information tfransmission is still in
the focus of research activities foday, but these are mostly dominated by the issues of
digital signal fransmission instead of those of the analogue signal chains. The classic
descriptions of the frequency-dependent behaviour of linear systems are mathemati-
cally well-founded, but their didactic elaboration is questionable. After recalling some
historical background of this fopic, this article presents a circuit-oriented analysis with
didactic benefits, enabling a re-interpretation of the Bode diagrams and a more pre-
cise partitioning of the frequency dependent blocks of various linear systems.
Keywords: transfer characteristics, Nyquist plot, Bode plot, pole-zero ploft, irreducible,
resonance, quality factor, bandwidth
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