Fatalin Laszlé

Szimmetrikus halézatok szamitasi
eljarasairdl

....a legszdmylbb ajandék, mellyel egy

ellenséges géniusz lepte meg korunkat:
ismeretek készségek nélkul.” (Pestalozzi)

Ez a cikk a platéni testek szimmetridin keresztGl mutatja be a szimmetrikus haldzao-
tok specifikus szamitdsi eljarasait. A klasszikus csomdpont fogalmi dltaldnositdsanak,
az ekvipotencidlis pontok fogalmdnak van kilénds jelentdsége ezekben a szamitd-
sokban. Ezek az alkalmazdsok a csomdpont fogalmi tartalmdat mélyitik el. Az Gramkd-
rok megépitése jo forrasztasi gyakorlat, és az eredménye lehetdséget nydjt a szimmet-
rikus felbontds elvének elméleti &s gyakorlati tanulmdanyozdsara.

Kulesszavak: szimmetrikus hdldzatok, szabdlyos testek, szimmetrikus felbontds elve

A szimmetridk és szimmetriaelvek felismerése segitheti egy-egy jelenségkor megértését,
illetve egy fogalom tartalmi elmélyitését. A villamos és magneses terek targyaldsakor — ta-
lan bonyolultsdaguk miatt — mar kezdettdl a szimmetrikus elrendezések vizsgalatara kertil
sor, igy a pontszerd toltés villamos terének gombszimmetridja csakigy kiindulasi pont-
ként szolgdl, mint az drammal atjart egyenes vezeté magneses terének hengerszimmetri-
dja. A villamos halézatok esetében a szakirodalom mell6zi a szimmetridkat, amelyek csak
elvétve fordulnak eld érdekes feladatként. A szamitégépes modellek elterjedése ma mar
indokolhatja e mell6zottséget, de a linedris hal6zatok altaldnos szamitdsi metdédusainak
attekintése [9] mellett érdemes megnézni, hogy a halézati szimmetridk milyen tovabbi
egyszerUsitési lehetdségek és Gjabb mddszerek elStt nyitnak utat. Ez a cikk e lehetdségeket
vizsgalja egy klasszikusnak szamité feladat megoldasain keresztiil. E feladat egy verzi6jat
tette kozzé Niedermayer Ferenc a Komal 1988. janudri szdméban:

»Egy kocka minden éle r ellendlldsii. Mekkora az eredd ellendllds két szomszédos cstics
kozott? Oldjuk meg a feladatot a tobbi szabdlyos poliéder alakii ellendllds-hdlozatra is!”
A feladat megolddsandl nem szoritkozunk a szomszédos csticsok kozti eredé meghatd-
rozasara, mert a szabalyos poliéderek véltozatos szimmetridi ennél sokkal gazdagabbak.

Szimmetria és szabdlyos testek

A szimmetria fogalma koznapi értelmezésben sokszor tiilkorképszer(i elrendezésre redu-
kalédik. A szimmetria szé latin—német kozvetitéssel honosodott meg a magyar nyelvben
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FATALIN: Szimmetrikus hdlézatok szamitdsi eljarasairdl

a gorog sziimmetria (helyes ardny) kifejezés nyomdn.! A szimmetria szakirodalma igen
széleskord mind interdiszciplindris fogalmat, mind megjelenési formait tekintve, amirél
mar Hermann Weyl 1952-es Symmetry cimi konyve is szép attekintést adott. E vizsgala-
tok napjainkban is tart6 toretlen fejlddését mutatja, hogy 2016 jdliusaban a Technische
Universitdt Wien rendezésében tartottdk meg a Symmetry Festival 2016-ot.>

A geometriai szimmetridkra, igy a kozéppontos, a tengelyes és a sikra vonatkozo tiik-
rozések mellett a forgasszimmetridkra is valtozatos példakat nyujt az 6t tokéletesen szaba-
lyos poliéder, melyeket platoni testeknek is neveznek. (Utébbi elnevezésiiket az indokolja,
hogy Platon a tokéletesség ideajanak hodolva szerepeltette ezeket Timaiosz cimi dialégu-
sdban.) Az ot tokéletes poliédert tiinteti fel néhdny adataval egyiitt az 1. bra. A tetraédert,
a kockat és a dodekaédert mar Piithagorasz el6tt is ismerték, mig az oktaédert és az ikoza-

édert valészintleg Theaitetosz (~i. e. 417-369) fedezte fel.?

Ikozaéder

é ol
Tetraéder (Kocka)

Név

Kép
Oldallapok szama (/) 4 8 12 20
Oldallapok fajtaja szabalyos haromszog 3 g otszog ) 6g
Elek szama (€ ) 6 12 30 30
Csiicsok szama (c) 4 8 6 20 12
Egy csticsbol induld élek szama 3 3 4 3 5
Testatiok szama 0 4 3 100 36
Lapszog ~ 70°3143,61" 90° ~ 109°28'16,39" ~ 116°33'55,84" ~ 138°11'22,87"
Felilet az é1 (a) fuggvényében V3 6a’ 24*V3 3a® \/ 25 + 10v/5 5a°V/3
3 3 3 3
Térfogat az él (a) fiiggvényében 01;2/2- a® s :‘3/5 a’(15 1' 7‘/3) & (151';5‘/5-)
Kariilirt gomb sugara az él (a) fuggvényében ‘/Téa ?a \/Tia \/§l +4\/5(1 %\/ 10+ 2V5
[ / 4
Beirt gomb sugara az él (a) figgvényében ﬁa lq ﬁ(l 1 ."25 + ]]\/3“ \J-l? + 18\/5“
12 6 2V 10 12

1. dbra. Az &t platéni test és néhdny adatuk [10]

! A nyelvészek etimoldgiailag a gorog sziin- (egyiitt) és metros (mér) elem Osszetételre vezetik vissza.

2 Budapest 2009-ben adott helyet e fesztivalnak.

3 Egyes forrasok szerint mar Babilonban is ismerték az ikozaédert.
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FATALIN: Szimmetrikus hdlézatok szamitasi eljarasairdl

szabalyos test Gselem szimbéluma égtij évszak
1. tetraéder tlz A dél nyar
2. ikozaéder viz S nyugat 6sz
3. kocka fold &) észak tél
4. oktaéder levegé O] kelet tavasz
.| dotetasar | Empedolis sty et i egtnl &

2.&bra. A szabdlyos testek szerepe a platéni vildgban

E tokéletes testek szerepet kaptak a vilag szerkezetének magyarazataban is. Platén a ter-
mészeti és égi vilag 4 + 1 alapeleméhez az 6t szabalyos testet kapcsolta matematikai for-
maként, amit a 2. dbra mutat be.

Kepler is az 6t platdni testet tdrsitotta az akkor ismert 6t bolyg6hoz, és e szavakkal is-
mertette prekoncepcioés elméletét palydjukrol:* , Mindenek mértéke a Fold szférdja. Rajzolj
koréje egy dodekaédert: a koréje irt szféra lesz a Marsé. Rajzolj most egy tetraédert a Mars
szférdja koriil: ezen tetraéder kiré irt szféra lesz a Jupiteré. Irj egy kockdt a Jupiter szférdja
koré: ezen kocka koré irt szféra a Szaturnuszhoz tartozik. Es most rajzolj a Fold szférdjanak
belsejébe egy ikozaédert: az ebbe irt szféra a Vénuszé. Rajzolj egy oktaédert a Vénusz szfé-
rdjaba: az ebbe berajzolt szféra lesz a Merkiir szférdja. Ime, ez a magyardzata a bolygok
szdmdnak”

Prodromus /]
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»,

DE ADMIRABILI
o

PR PORTIONE ORBIVM
corrs viis

s 1
calorum

TIVM, DEQVE Ca

mdwommpumm&pto-

prils,
DEMONSTRATVM. PIR QUINQFE
regulanicorpors

.
A JOANNE KEPLERO, VVIRTEM:
bergico, 1linflrium Styria prowincia-

Lium Aarhematico. Y

iR mosion farconocted imerOlympi ¢ ¥ Fary: |
ml““-'“(::'u’.r _"r‘
Non | terram coatingo. fed ante Te .
ST
Addisalornditn RARRATIO M.GEORGI! 10ACHIMI
RHETIC, deLibris Rewelutionam, aty adomir andi de
thomarics , totimndy Afironemis Reflawrateru D. N1COL AL
COPERNICL

-p e

Tvsinca
Excudcbat Georgius Gruppenbachius,

A¥xo m o zCVh

3. dbra. Kepler: Mysterium Cosmographicum

* Kepler Mysterium Cosmographicum (1596) konyve sikeres volt, igy 1621-ben megjelent a masodik kiaddsa is.

A 3. ébran lathat6 térbeli dbrazolas Christophorus Leibfried (1597) mive.
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Kepler a Mars mozgasat vizsgalta Brahe megbizasabdl, és a dodekaéder-Mars esetén a va-
16di és elméleti érték jelentds eltérését tapasztalta, igy sikert hozo elméletét elvetve alkotta
meg nevezetessé valt torvényeit.

Ekvipotencidlis pontok

A szimmetrikus hél6zatok vizsgalatdnak legfé6bb didaktikai jelentésége, hogy tudatosan
el6térbe helyezi az ekvipotencidlis pontok fogalmat, ami a csomépont klasszikus fogalma-
nak funkciondlis altaldnositasa, igy el6segiti a csomdpontok felismerését és hasznalatat,
azaz a csomopont fogalmi tartalmat mélyiti el.

Az azonos potencidli pontokat nevezziik ekvipotencidlisaknak,® azaz kozottik nincs
fesziiltség, igy fontos észrevétel, hogy ha egy dramkorben az A és B pont ekvipotencidlis,
akkor

+ az A és B ekvipotencidlis pontok (idedlis) vezetékkel, azaz rovidzarral 6sszekot-
hetdk, hiszen ezen az d4gon dram ugysem folyik, igy az dramkor eredd ellenélldsa
sem véltozik meg, aminek eredményeként tobb csomdpont egybevonhaté;

+ az A és B ekvipotencidlis pontokat kozvetleniil 6sszekoté agak torolhetdk, azaz
szakadassal helyettesithet6k, mert aram tgysem folyik ezeken, igy e miivelet nem
véltoztatja meg az daramkor eredd ellendllasat, ami altal a hurkok szama cs6kkent-
hetd.

A szimmetrikus felépitésti aramkorokben jo eséllyel taldlhatok ekvipotencidlis pontok,
melyek feltardsa az el6z6 megéllapitds értelmében kétféle egyszertisitést is lehetévé tesz
a halézat ekvivalens atalakitasakor. A 4. dbrdn egy olyan tetraéder lathatd, melynek élei hat
darab egyforma R ellenallasbol késziiltek. Az AB pontok kozti eredd ellenéllas meghata-
rozdsahoz szimmetriai okok alapjan megallapithatd, hogy a C és D pontok ekvipotenciéli-
sak, igy az R, , eredd ellendllas nem valtozik meg, ha a C és D pontokat révidzdrral kotjiik
Ossze, avagy a C és D pontok kozti ellenallast toroljiik, azaz szakaddssal helyettesitjiik.
Mindkét megoldas nyomon kovethets a 4. abran.

> Az ekvipotencidlis kifejezést etimoldgiailag a latin aequus (egyenld) és potentia (képesség) szavakra vezetik
vissza.
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eredeti hdlozat helyettesités ekvivalens hdlézat

4

= B
H szakaddssal

k /A . . B Ryp=(R+R)x(R+R)xR=

C C
ﬁ rovidzdrral
p A W , .,
R A D
U=Up

' Rip=(RxR+RxR)xR=

0| x

w |

4. dbra. Egy ellendlias-hdldzat két atalakitdsa ekvipotencidlis pontjainak segitségével

A szabadlyos testek eredo ellendllasa a testatiora

El6szor a szabdlyos testek testatldira vonatkozo forgasszimmetria alapjan hatarozzuk meg
az az azonos értéki ellendllasokbdl all6 élvazon a testatld két végpontja kozti eredd ellen-
allast. Mivel a tetraédernek nincsenek szemkozti csticsai, ezért csak a tobbi négy szabalyos
testnél értelmezhetd a testatléra vonatkozé ellendllds, melynek meghatarozdsa az 5. ab-
ran kovetheté nyomon. Az egyes testeknél a forgasszimmetria alapjan megallapithatok
az (azonos szinnel jelolt) ekvipotencidlis pontok, melyek segitségével a csomépontok 6sz-
szevonhatdk, ami dltal egyszertisodik a halézat grafja. (A soros és parhuzamos ereddk

segitségével a szamitdsok egyszertien elvégezhetdk.)
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I FATALIN: Szimmetrikus hélézatok szamitési eljarésairdl

Kocka (az AD itlo) kozo h ia alapjan):
A
R R R_S
Ryp=—+—+—==R
#7376 3 6
o
kozo negyedrendii forgdsszi ia alapjan):
A
R R_R
Rye=—+===
. =32
c
kozo h Irendii forgdsszir ia alapjdn):
A
By-By
C1-Ce
' R_R R R R_7
Ryp=—+—+—+—+—=—R
36 6 6 3 6
D;-Dg
EvEy
F
kozé otddrendii forgdsszi ia alapjdn):
A
B1-Bs’
R R R 1
Rp=—+—+—==R
PT5T1005 2
Ci-Cs|
D

5. dbra.Testatléra vonatkozd eredd ellendlids: ekvipotencidlis pontok a forgdsszimmetria alapjan

A szabadlyos testek eredo ellendllasa a lapatiéra

Lapatl6 csak a kocka esetén értelmezhetd, hiszen a haromszogeknek, illetve 6tszogeknek
nincs atldja. Az el6z6 kockaélvaz lapatlora vonatkozé eredd ellendlldsdnak meghataroza-
sakor kétfajta szimmetria felhasznéldsa is tanulméanyozhaté a 6. dbran:

e A 6. a)dbran az AFED sikra vonatkozé szimmetriat felhaszndlva megallapithat6
aB,-B,ésa C —C, pontok azonos potencidlja, igy a B,=B,ésa C,= C,csomépon-
tok azonosithaték. A megrajzolt ekvivalens hdlézat hiddgdban sem folyik dram,
igy az is torolhetd!

o A 6. D) abran az AE szakaszfelezd sikkal a kocka két szimmetrikus részre bontha-
to. E felezésik C pontjainak a potencidlja éppen az A és E pontok potencidljanak
a szdmtani kézepe, azaz az AE pontokra szimmetrikus +U/, tpfesziiltséget kap-
csolva e sik C pontjai foldpotencidliak, azaz ekvipotencialisak. E felbontas nyo-
man két sorba kotott egyforma aramkor ereddjeként adddik a megoldés. Az ekvi-
valens hélézat egyszeriien rajzolhato.

BOLYAT SZEMLE 2017/2.
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a) az AFED sikra b) az AE szakaszfelez6 sikra
vonatkoz6 szimmetria alapjan vonatkoz6 szimmetria alapjan
5 E o D
B g
D G : C
5 ;
't O (" e R E
A c
A s b
B D

Ryp :[2-(R><R)]><[2-(R+R><R)]:%R Ryp :2-[(R><R)]><[(R+R><R)]:%R

6. dbra. A lapatiéra vonatkozd tUkrdzési szimmetria kétféle felhaszndldsa

A 6. b) dbra megolddsa rairdnyitja a figyelmet arra, hogy egy (tiikor)szimmetrikus dramkor
felbonthaté két egyforma aramkorre, ezért elég az aramkor felére elvégezni a szamitaso-
kat. A szimmetrikus felbontdsi moédszer a 7. dbran tanulmanyozhaté:

+ Az AB szimmetriatengelyen fekvd elemeket ugy kell megkett6zni, hogy a ,fél-
dramkorben” a fesziiltséggenerator valtozatlan érték(i marad, az ellenallasok két-
szeres értékiliek, az aramgeneratorok pedig fele értékliek legyenek!

+ A szimmetriatengelyen kiviil levé aramkori elemek fesziiltsége és arama kozvetle-
nil a ,félaramkor” alapjan szdmithat6. Az AB szimmetriatengely pontjai kozti fe-

szliltségek mindkét oldalon megegyeznek az ,eredd” fesziiltséggel, mig a kétoldali
dramértékek osszeadddnak, azaz dupldzni kell!

egyik fél eredd ellendlldasa:
IR =Ry +Ry+R,x(2Rs+ Rs +Ry)
i a fesziiliségforrdsra pdarhuzamosan
: kapesolodik két R’ :

7. dbra. Szimmetrikus dramkor felbontdsa
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A szabadlyos testek eredo ellendllasa a szomszédos

cstcsokra

A 8. abra a szabalyos testek szomszédos cstcsai kozti eredd ellenallas meghatarozasat
mutatja be a szimmetrikus felbontds mdodszerével. A felbontés az adott él szakaszfelezd
merdleges sikjaval torténik, aminek pontjai foldpontnak tekinthet6k, ha az élre szimmet-
rikus +Ut tapfesziiltséget kapcsolunk. Néhany esetben e szimmetriasik tartalmaz éleket,
de az ilyen élek ellenalldsai helyettesithet6k rovidzarral, hiszen e sik pontjai ekvipotenci-

alisak!

C

Tetraéder (AC szomszédos csticsokra vonatkozé eredd ellendlldsa ):

Ry :Rxer:%R; Rye=2-Ryp :%R

A%

Rye :[(R+R><er)xR><er]:%R; Ry =2-Rc :%R

B
A

G

IDodekaéder (AG szomszédos csiicsokra vonatkozo eredd ellendlldsa):

‘:

Rup ={[(r+R><R)xR><R+R><R+R><R]><R><R+R><R}><r=%R? Ry =2"Ryp :%R

lkozaéder (AD szomszédos csiicsokra vonatkozé eredd ellendlldsa):

[

11
R, :R><R><r><[RxR+RxRxRxRx(RxR+Rxer)]:%R; Ryp=2-R,p s

8. dbra. Szomszédos csucsok kdzti eredd ellendllids a szimmetrikus felbontds alapjén
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Megjegyzések

Az el6z6 feladatmegoldasok® jo példak arra, hogy az ekvipotencidlis pontok segitségé-
vel miként mélyithetd el a csomdpont fogalma, melyek biztos felismerése nélkiilozhe-
tetlen a szamitasokban. A targyalt hal6zatok igen kevés anyagigénnyel meg is épithetdk.
E térbeli feladatok realizalasa igen jol szolgélja a forrasztasi készség fejlesztését, aminek
eredményeként az elkésziilt modelleken keresztiil a gyakorlatban is ellenérizhet6vé val-
nak az elméleti ismeretek, igy méréssel megkereshet6k példaul az ekvipotencialis pontok,
azok vezetékkel rovidre is zarhatok. (E feladatkor valtozatosabba vdlik a tokéletes platoni
testeknél sok szempontbdl érdekesebb félig szabdlyos testek alkalmazasaval, melyeket ar-
khimédészi testeknek is neveznek, mivel 6 targyalta ezeket részletesen egy elveszett mun-
kéjaban.”)

9. &bra. Nydladsmérd bélyegre épuilé erészenzor

Az elmult évszazadban a tokéletes szimmetriak mellett egyre nagyobb teret kapott a szim-
metriasértések vizsgalata. Ma mdr sokan a szimmetria apré sériiléseivel, az an. disszim-
metridkkal kivanjak leirni a fejlédés mozgatderdit is. Darvas Gyorgy (2009) megallapitja,
hogy ,az dllandoésdg és a viltozds szintézise a szimmetriafogalom dltaldnositdsibdl kovet-
kezik”

Sok technikai eszkoz miikodése is kisebb disszimmetridn alapul. A kiillonb6z6 szenzo-
rokban példdul elterjedten alkalmazzak a 80 éve feltalalt nytlasmérd bélyegeket. A 9. 4b-
ran lathato egyszer( hidkapcsolasban az aktiv Ra és a hémérséklet-kompenzal6 Rk nyulds-
mérd bélyegek biztositjdk az aramkor hdmérséklettdl fiiggetlen szimmetridjat, igy a hidag
két vége mindaddig ekvipotencialis, amig az erd hatdsdra az aktiv bélyeg ellenallas-valto-
zdsa (ARa) meg nem bontja a hid szimmetridjat. (Ilyenkor a hid kimeneti fesziiltsége kozel
aranyos a ARa/Ra értékkel.)

A szimmetrikus felbontds elve is megjelenik a hélézatszamitasok killonb6zé tertile-
tein. Az aszimmetrikus haromfdzist rendszerekben az Gn. Fortescue-tétel alapjan alkal-
mazzdk az un. szimmetrikus tényezékre bontdst, mig a differencidlerdsit6knél a vezér-
16jelet egy szimmetrikus és egy kozosmodusu jel 6sszegére bontjék fel. E médszerekkel

® Az élre vonatkozo eredé meghatarozasiara mas megoldasi médszereket mutat be. [11]
7 1619-ben Kepler ismét téargyalta Gket a prizmékkal egyiitt, és teljessé tette az ilyen testek korét. Szamuk 13.
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nagymértékben egyszeriisddnek a szamitdsok, és egyben atlathatobba is valik a rend-

szer viselkedése. Mindezek alapjan didaktikai szempontbdl indokoltnak ttinik, hogy mar

az egyszer( halézatszamitdsoknal is teret kapjanak a szimmetrikus esetek vizsgalatai.
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On the Calculation Methods of Symmetrical Networks

FataLN LASZLO

This article describes the typical calculation methods of the symmetric networks

through symmetries of the platonic solids. The concept of equipotential points, which

is a generalization of the concept of the classic node has a significant role in these

calculations. These applications will deepen the confent of the concept of the node.

The workmanship of these circuits can be a good soldering practice and the results

allow a theoretical and practical study of the principle of symmetric resolution.
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