Fatalin Laszlé

A linedris hdlézatok szamitdasi
eljarasairdl

»~Mindent olyan egyszertien kell csindlni, amennyire

csak lehetséges, de semmivel sem egyszeriibben.
Albert Einstein

Egyszerl elvek és otletes meggondoldsok alakitottdk ki a haldzatok analizisét. Ez a
cikk a DC-analizis kialakul&sdnak torténetét felidézve vdzolja az elért eredményeket.
A kUldnb6z6 mbdszerek bemutatott alkalmazdsai elgondolkodtatéak és meglepd fel-
ismerésekre vezethetnek.

Kulcsszavak: linedris haldzatok, DC-analizis

Torténeti aspektusok

Alexander Volta' 1800-ban mutatta be a Royal Society tuddsainak az elsé galvianelemet,
amit Luigi Galvani? hires békacombkisérletei nyomadn fejlesztett ki. Ezzel kezd6dott el az
elektromos dram kutatdsa, torvényszeriiségeinek feltarasa és alapfogalmainak kialakitdsa.
A hélézatszamitas nulladik alaptorvényét 1827-ben publikalta Georg Ohm.? A szakiroda-
lom Ohm-torvényként hivatkozik e felfedezésre, ami fogalmilag valéjaban nem torvény,
hanem az ellenallas fogalmat bevezet6 definicid, aminek az a f6 elénye, hogy az dram-
erésség és a fesziiltség kozott egy jol hasznalhatd, egyszer(i linedris kapcsolatot teremt.
Volta mar 1802-ben hangot adott e sejtésének, amit bizonyitani nem tudott, hiszen az
aramerdsség fogalmi megalapozasa még véaratott magara, amit Hans Christian Orsted*
és André-Marie Ampére® végzett el az 1820-as években. A villamos dram extenziv (dram-
erésség) és intenziv (fesziiltség) alapmennyiségeinek fogalmi kialakitisa és mérése egy-
mdssal parhuzamosan ment végbe. A fesziiltség—aram karakterisztikak linearitdsa ugyan
csak bizonyos korlatok kozott érvényes, de Ohm torvénye az id6k folyaman mélyebb
elméleti megalapozast is nyert, igy a karakterisztika eltérése az egyenestdl az ellenallas
megviéltozdsat jelenti.

1 Alexander Volta (1800): Volta describes the invention of the voltaic pile — the first electric battery. It draws
attention to the striking analogy with the electric organs of the electric eel. (Phil. Trans. R. Soc. London.)

2 Luigi Galvani: De viribus electricitatis in motu musculari commentarius.

3 Georg Ohm (1827): Die galvanische Kette.

4 Hans Christian QOrsted (1820): Experimenta Circa Effectum Conflictus Electrici in Acum Magneticam.

5 Ampeére André-Marie (1827): Mémoire sur la Théorie mathématique des phénoménes électrodynamiques.
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1. &bra: Néhdany fogyaszté feszlltség-aram karakterisztikGja

Az 1. ébra hirom tipikus fogyasztéi karakterisztikat mutat. A LED-nél eleinte az el-
lendllas értéke csaknem végtelen, majd rohamosan vezetni kezd, azaz ellendllasa drasz-
tikusan csokken, mig az izz6 ellendlldsa eleinte kisebb, majd (a hdmérséklet emelkedése
miatt) megnd, mig a harmadik fogyaszté egy idedlis ellenéllds karakterisztikajat vazolja.

A hdlézatszamitas alaptérvényei

Tobb aramkori elemet (ellenalldst, generdtort...) tartalmazé 6sszetett villamos hélézatok
esetében sziikség van a halézatszamitasi torvényekre, amiket mar Ohm is felismert, de al-
talanos megfogalmazasukat Kirchhoff publikalta 1845-ben.® A halézatszamitds altalanos
érvényl alapOsszefiiggéseit a kovetkezd két kozismert Kirchhoff-térvény mondja ki:

Kirchhoff els6 torvénye, az tn. csoméponti torvény a toltésmegmaradas elvét fogal-
mazza at halézatokra:” Az egy csomépontba befolyo dramok osszege egyenld a csomépont-
bél kifolyo dramok ésszegével, azaz az egy csomépontba be- és kifolyé dramok (eldjeles)
algebrai dsszege zérus.

Kirchhoff mésodik térvénye, az Gn. huroktorvény az energiamegmaradas elvét fogal-
mazza meg halézatokra: Bdrmely zdrt hurokban a fesziiltségek (eldjeles) algebrai osszege
zérus.

6 Kirchhoff, Gustav Robert (1845): Ueber den Durchgang eines elektrischen Stromes durch eine Ebene, insbe-
sondere durch eine kreisformige.

7 A torvény alapja az, hogy egy villamos hal6zat csomépontjaiban nem keletkezik és nem tinik el toltés, vala-
mint toltés-felhalmozddés sincsen. (A matematikaban az ilyen pontokat forrasmentes helynek nevezik.)
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I FATALIN LASZLO: A linedris haldzatok szamitasi eliGrasairdl

Csomoponti torvény Huroktorvény

A be-/kifolyé dramot +/— eldjellel elldtva | Azl hurokra az egyenlet: U, + U, — U, =0
L -L+1,~1,+I=0 AL hurokra az egyenlet: U, + U, — u,=0

2. dbra: A Kirchhoff-térvények szemléltetése

A két Kirchhoff-torvény és a ,linedris” Ohm-torvény alapjan minden halézatszamita-
si feladat elvégezhetd. Mivel mindhdrom torvény linedris, igy az dgdramokra és a hurokfe-
sziiltségekre felirt egyenletek linedris egyenletrendszert szolgéltatnak, melyek megolddsa
matematikai szempontbdl nem okoz gondot. A gyakorlatban egy halézat esetén az elsd
fontos 1épés az egyenletrendszer szisztematikus felirdsa, amire harom mddszer alakult ki:
a csomodponti potencidlok médszere, a hurokdramok maédszere és az Gn. fadgfesziiltségek
modszere. A szdmitégépes szimuldciok is e mdédszereket alkalmazzak, melyek pontosabb
leirasdhoz nélkilozhetetlen a grafelmélet alkalmazasa.® Egy-egy konkrét kérdésre e méd-
szerek alapjan a valasz csak a teljes rendszert leir6 egyenletrendszer megolddsa utan ad-
hat6é meg, igy az egyes részegységek viselkedése elkiiloniilten nem lathaté at e mddszer
alapjan.

s 2

Passziv kétpolusok: az ellendllashi atalakitas elve

Mair a kezdetektdl el6térbe keriiltek a Kirchhoff-torvények azon alkalmazdsai, melyek
részben egyszerisitették a szamitasi eljarasokat, részben 4j szemléleti formakat is ered-
ményeztek. Ezek egyik, ma mar kozismert mddszere a sorosan, illetve parhuzamosan kap-
csolodé fogyasztok tn. eredd ellendllassal vald helyettesitése, mely szerint az egymédssal
sorosan/parhuzamosan 6sszekapcsolt fogyaszték rendszere kicserélhet6 egy (eredd) el-
lenallassal Ggy, hogy a halézat tobbi részének viselkedése kozben ne valtozzék meg.

Az eredd ellendllds szamitdsa meglehet6sen széles korben alkalmazhatd, de van
olyan konfiguracio, példaul a hidkapcsolds, melynél a soros/parhuzamos eredé szdmi-
tasa elakad. Az ellendllash(i atalakitds elve ezekben az esetekben is miikodik, csak nem
kell feltétlentl kétpdlust masik kétpolusra, hanem lehet példdul harompolust egy masik
harompdlusra vagy négypdlust mésik négypolusra cserélni. Egy ilyen dtalakitds ekvivalen-
cidjanak feltétele, hogy az dtalakitott és az eredeti hdlozat ellendlldsa bdarmely két kiilsé

8 Vago Istvan: Villamos hdlozatok szamitdsa a grdfelmélet alkalmazdsdval. Akadémiai Kiadd, 2014.
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FATALIN LASZLO: A linedris héldzatok szamitési eljarésairdl I

pontra nézve egyezzen meg! Ez az ellendllashd dtalakitas elve.

A 3. abra egy harompdlust tiintet fel két kiillonbo6z6 realizacidjaval. Kiviilrél, az ABC
pontok fel6l nem dontheté el, hogy melyik realizacié valésul meg, hiszen példaul egy U
vizsgaléfesziiltséget kapcsolva az A-B pontokra mindkét realizaciondl U, . = 2/3-U fe-
sziiltséget eredményez az A—C pontok kozott.

Elvi harompélus Delta-modell Csillag-modell
A
R

AB\ yRAC

5
R,=60 ¢
R,.=100 I
R,.=120 Rec

3. dbra: Egy hdrompdlus delto- és csillag-modellje

Az ellenallashii atalakitas a 4. abran lathaté haromismeretlenes egyenletrendszert
szolgaltatja a csillag—delta, illetve delta—csillag atalakitashoz, aminek betartasaval a két
konfiguracié barmikor felcserélhet6 egymassal.

lj+Ru) R, xR, +R,;) Ry, +R,p
Ru RI,Z x (R1,3 + R2,3): RI,O + RZ,O
R2,3 X (R1,2 + RI,S): RZ,O + R3,0
RI,S X (RI,Z +R2,3): RI,O + R3,0

Rysx (Ru + Ru)

4. dbra Az ellendliash delta-csillag atalakitds alapegyenletei

A csillag—delta, illetve delta—csillag dtalakitds alkalmazdsdval a hidagak kiiktathatdk,
aminek kovetkeztében a soros/parhuzamos eredére vonatkozé képletek mér eredményre
vezetnek, igy a soros dgakra vonatkozo fesziiltség-, illetve a pAirhuzamos dgakra érvényes
dramoszto-képlettel a halozat barmely elemének fesziiltsége és drama egyszertien szamol-
hato.

3OLYAL SZEMLE 2016/4



I FATALIN LASZLO: A linedris haldzatok szamitasi eliGrasairdl

Aktiv kétpolusok modelljei

A fogyaszték mellett fontos a valédi aramforrasok, az un. aktiv kétpdlusok karakterisz-
tikdjanak jellemzése is. Egy aktiv kétpolus fesziiltség—aram karakterisztikajat vazolja az
5. abra. Egy generator kapcsain mérhetd fesziiltség és kiadott drama kozti sszefiiggés
tobbnyire kozel linedris, azaz tizemelésekor mind a kapcsokon mért fesziiltsége, mind a
kiadott drama csokken az idedlis fesziiltségforrashoz (1), illetve dramgeneréatorhoz (7 )
képest.

idedlis dramgenerdtor
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5. dbra: Aktiv kétpdlus feszUltség-aram karakterisztikdja

Az aktiv kétpolus karakterisztikdjanak Hesse-alakja, azaz tengelymetszetes egyenlete:

I U
=1,
1, U,

4 u

ami mutatja, hogy az aktiv kétpolust a kovetkezé két mennyiség jellemzi:

U, tiresjarati fesziiltség (/=0 mellett, azaz terhelés nélkiili kapocsfesziiltség);

I, zérlati dram, (U=0, azaz rovidzar mellett leadott dram).

Fontos észrevétellé vilt, hogy az aktiv kétpdlus linedris karakterisztikaja egyszertien
modellezhetd egy olyan kétpélussal, ami egy U, fesziiltségi idealis fesziiltséggeneratorral
sorosan kotott R, ellenallasbol all. E helyettesité képet méar 1853-ban felfedezte és alkal-
mazta Hermann von Helmholtz,’ de nevét Leon Charles Thévenin' francia mérnokrél
kapta, aki 1883-ban ismét felfedezte, hogy bdrmilyen aktiv linedris hdlézat két pontjdt ki-

9 Helmbholtz, H. (1853): Uber einige Gesetze der Vertheilung elektrischer Strome in korperlichen Leitern mit
Anwendung auf die thierisch-elektrischen Versuche. Annalen der Physik und Chemie.
10 Thévenin, L. (1883): Extension de la loi d’Ohm aux circuits électromoteurs complexes [Extension of Ohm’s law
to complex electromotive circuits]. Annales Télégraphiques.
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FATALIN LASZLO: A linedris héldzatok szamitési eljarésairdl I

jelolve, e hdlozat helyettesithetd egy idedlis fesziiltséggenerdtor és egy ellendllds soros kap-

csoldsdval.

6. &bra: Aktiv kétpdlusok (Helmholtz-) Thévenin-modellje

A modell paraméterei egyszertien identifikalhatéak:

1. Az U iiresjarati fesziiltség mérése, illetve szamitdsa terheletlen AB kapcsok mel-

lett (R, ,=co) torténik;

2. az R, belséellendllas megallapitdsdhoz az idedlis generdtorok kiiktatdsa utan kell

az R, , eredé ellenallast kiszdmolni."

Egy példa a szamitasi eljarasok ésszehasonlitdsahoz

A 19. szazadban kialakult halézatszamitasi
modszerekkel egy hidkapcsolds hidagfe-
sziiltségének meghatdrozdsa tobbfélekép-
pen is szamolhat6. Az aldbbiakban hirom
kiillonbo6z6 eljardst mutatunk be, melyek pa-
raméteres megoldasaibdl jobban megitélhe-
t6 az egyes eljarasok szamoldsi igénye.

A hurokaramok mdédszeréhez megilla-
pithatd, hogy a halézatban a csomépontok
szdma N = 4; az 4gak szdma N, = 6; azaz a
figgetlen hurkok szdma: N, =N, - N_+1 =
3. A kivélasztott 3 fiiggetlen hurok és a rajuk
vonatkozo hurokegyenletek a kovetkezdk:

|

7. &bra: Hidkapcsolas

11 Méréskor a generator nem iktathaté ki, ezért egy ellendlldsdekaddal olyan terhelést allitunk be, melynél a
kapocsfesziiltség az iiresjarati fesziiltség fele. Ekkor az ellenallasdekadrol kozvetleniil leolvashaté az Rb belsé

ellendllas értéke.
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FATALIN LASZLO: A linedris haldzatok szamitasi eliGrasairdl

U - R, - R, hurokdrama: /,; R, -J, + R, -(J; = J3)=U,
I,lg—R4 - R_, hurokdrama: J,; R,-J, + Rs ~(J2 +J3):Ug
R, - R._—R,, hurokirama:J,; R, -(J3 —J1)+ Rs-J3+ Rs -(J2 +J3)=0

Az egyenletrendszer rendezett formdja:

(R +Ry)-J, - - R, Sy=Ug—u le%
(Ry+Rs)-Jo+ Ry J3=U, 1755
Ry +Rs

AJ és], valtozé elimindlasaval:

U,+R,-J U,-Rs-J
R~ 2 R .8 P (R 4R +Rs)-Jy =0,
R +R, R, + R4
éS J3:I3,
U - RZ _ R5
S E\R+R, Ry+Rs
=
{(R2+R3+R5)_1]:2.R2 ks }
1+ Ry, R, +Rs
amibdl a megoldas:
R3‘ R2 _ R5
R+Ry, R,+Rs
2 1Y 5 1%
{(R2+R3+Rs)— - }
R +R, R,+Rs

Egy masik, a delta—csillag atalakitast alkalmazé megoldas lathat6 a 8. dbran.

R ‘R
R’f’“:Rl—4
L+ R+ R,
BB
ORI AR 4R,
Ry-R
RC;O:R 374
|+ R+ Ry
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FATALIN LASZLO: A linedris héldzatok szamitési eljarésairdl I

Az I generdtordrambdl d&ramoszt6val R, és R, drama szdmolhat6, amibdl a B és C pont
potencidlja:

Ug=Ry-I,=R,- L ' e
B T Ry Rug + R )X (Reg + R )} (R o+ Ry )+ (Re o +Rs)

amibélaz U,,= U, .= U,- U .=R,I, fesziiltség:

U R L <R Ug RB,0+R2
€ T R 0+ Ry + R )x(Reg + Rs )} (Rp o+ Ry )+ (Re g + Rs )

U, R, - (Rc,o + Rs) Rs '(RB,o + Rz)

) Ryo+ {(RB,O + R, Jx (Rc,o +Rs )} (RB,O +Ry )+ (Rc,o +R5)_ (RB,O +R, )+ (Rc,o +R;s

R3

A hid4g fesziiltsége az aktiv kétpSlusok Thévenin helyettesit6képe alapjan is
egyszerlien szamithat6 a 9. dbra szerint.

9. dbra: Thevenin helyettesitdkép

A Thévenin-modellhez a BC pontok kézétti U, iresjarati fesziiltség a B és C pontok
potencidlkiilonbségeként adhaté meg, mely a 10. dbra szerint fesziiltségosztéval szamol-
haté. A generétor belsé ellenalldsdnak (R,). szdmitdsdhoz a fesziiltséggenerator dezaktivi-

zalasat kovetben a 10. dbra szerinti ellendllas-halézat ereddjét kell szdmitani.

A
Uy = R, 'Ug S —] A —
R +R, R R, BoO oc
R c 3 1
Ue=—>"—U,
R, + Ry R, R,
R R D
U,=Up =Uy-Up=|—2——-—35 _|.U, R, =R/ xRy, +R,xR
i=Vg 8~ VYc [R1+R2 R4+R5] g b = A XA Ty X G

10. dbra: Az U, Uresjarati feszUltség és az Rb generdtorellendllds szamitasa
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I FATALIN LASZLO: A linedris hélzatok szamitdsi eljardsairdl

Ezekkel az U, fesziiltség:

R, R, _ Rs U
(R xRy +R,xRs)+Ry \R,+R, R,+Rs;) ¢

Ups =

Az egyes eljardsok szamolastechnikai igénye kozott lathatdan jelentds eltérés van.

A szamitasi moédszerek fejlodése 20. szadzad elso felében

A linedris hal6zatokra szoritkozva a kovetkez6 négy fejlédési vonal jelolheté meg a sza-
moldastechnika tovabbi fejlédésében:

1. A Thévenin-modell dudlis lefrasaként megjelent az Gn. Norton-modell, amely
egy I _dramu idedlis dramgenerdtor és egy R, ellendllds parhuzamos eredéjé-
vel helyettesiti az aktiv kétpolust. Matematikailag a két modell ekvivalens egy-
madssal (11. dbra). Itt meg kell jegyezni, hogy e dudlis leirdst 1926-ban egymads-
tol fuggetlentll publikdlta Edward Lawry Norton' és Hans Ferdinand Mayer'?
is. (E tudomdnytorténeti sztorirél pontos képet fest Don H. Johnson 2003-as

cikke.!*)
Thévenin-modell Norton-modell
R, A A
lu.-, lUk R lul Ui=Ry-1, éﬂu R, R J7|t
| B B

11. dbra: Aktiv kétpodlusok dudlis modelljei

2. Az egyre Osszetettebb hélézatokndl a figyelem kozéppontjaba keriilt a négypo-
lus-szemlélet és annak egyszerisitett verzidi, igy a kétpoluspar- és az egyszer(-
sitett transzfermodell. (Az egyszertsitett kétpSluspar-modellnél kiilon kell fog-
lalkozni a két oldal kozott fellépd szinteltoldddssal és zavardsi jelenségekkel, mig
a transzfermodell az ok-okozat szemléleten alapulva nem veszi figyelembe a ki-
meneti oldal visszahatdsat a bemenetre, tovabba csak annyira j6 kozelités, ameny-
nyire helytall6 a fesziltséggeneratoros tdplalas feltételezése!) A killonbozé atviteli

//////

jellemzéseik. A telefonkdbelek csillapitési jellemz6jeként vezették be a Bell Telep-

12 Norton, E. L. (1926): Design of finite networks for uniform frequency characteristic.
13 Mayer, H. F. (1926): Ueber das Ersatzschema der Verstdrkerrohre.
14 Johnson, Don H. (2003): Origins of the Equivalent Circuit Concept: The Current-Source Equivalent.
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FATALIN LASZLO: A linedris haldzatok szamitasi eliGrasairdl I

hone Laboratory mérnokei a transmission unit (TU) egységet, amit Alexander
Graham Bell tiszteletére 1923 koriil neveztek at decibelnek.

primer oldal  szekunder oldal bemenet  kimenet
U [ NP U 01\ KPP \Uz
P =?

b o <-ommoe-o> | —

12. &bra: A négypodlus szemlélet és egyszerUsitett verzidi

3. A villamosenergia-rendszerek kialakuldsa miatt fontossa valt a tobbgeneratoros
rendszerek modellezése, amire linedris kozelithet6ség esetén érvényes a szuper-
pozicié elve, miszerint az egyes generatorok egymdstdl fiiggetleniil fejtik ki hata-
sukat, amiket kiilon-kilon kiszaimolva mar csak az egyes részhatdsokat kell 6ssze-
gezni az ered6hoz.

4. Egyre fontosabba valt a halézatok tranziens jelenségeinek és frekvenciafiiggé vi-
selkedésének vizsgélata.

Aktiv kétpolusok ereddje: Millmann-tételek

A sorosan/parhuzamosan kapcsolt aktiv kétpdlusok is helyettesithet6k eredd aktiv két-
polussal, am e mddszer szisztematikus kifejtése meglepé médon a 20. szdzad madodik
felére maradt, igy didaktikai felhasznaldsa Jacob Millman'® nevéhez kotédik, aki a Colum-
bia Egyetem professzoraként 8 sikeres tankonyvet is irt az elektronika témakorében.

Valddi generatorok eredSjének egyszerti szamitdsdhoz soros kapcsoldskor cél-
szeribb a Thevenin-modellt alkalmazni, mivel soros kapcsoldsnal a fesziiltségek 6sz-
szegz6dnek, mig parhuzamos kapcsoldsukkor az dramosszegzédés miatt kedvez6bb a
Norton-modell hasznalata. Az ered$ szamitasara vonatkozé tétel altaldnos alakja a 13.
dbran lathaté.

15 Millman, Jacob — Halkias, Christos C. (1967): Electronic Devices & Circuits. McGraw-Hill.
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I FATALIN LASZLO: A linecris hélozatok szamitdsi eljérésairdl

Millman-tétel: Dudlis Millman-tétel:
(pdrhuzamos generdtorok ereddje) (soros generdtorok ereddje)
Az i index a fesziiltséggenerdtorokra, a k index az dramgenerdtorokra vonatko-
zik, igy U, a fesziiltséggenerdtorok fesziiltségeit, 1, az dramgenerdtorok dramait, az R,
a fesziiltséggenerdtorok soros ellendlldsait, R, pedig az dramgenerdtorok pdrhuzamos
ellendlldsait jeloli.

AU WTébRW m%:[jm o——@—:}—@—:}— {C‘:)D}—{g}—ﬂs
‘ : R, R+ R
R, =R/ xRy x..xR, Z Z '

ZU +2Rk I,

U.
Iy=) 4+ > 1
AR IrAPIL o ZR +2Rk
U.
UO—IO-RE—[ZR’+Zlk]-R1xR2x...><Rn
— R U= U. R, -1
ik 0 Zl: I+Zk: &Lk

1

13. dbra: A Millmann-tételek

Egy tobbgenerdtoros dramkér R, ellenalldsa dramédnak kiszdmitdsat mutatja a 14. dbra
a szuperpozicié elvével, majd a 15. dbra a Millmann-tétel felhaszndlasaval.

U N R1R2 ﬁf@m

generdtorok dezaktivizdldsa:

+ R
| R YR R1 - 'Té
J—

IRZ _ U . R3 Im _ I . R3 . Rl
Ri+ Ry xRy Ry + Ry k2 Ry+R xR, R +R,
U R, Ry R,

Loy =Ipy+1py = : +1- -
Re = Rz TR T R 4 RyxRy Ry+Ry Ry +R xR, R +R,

(irdnyitott) részaramok ereddje:.

14. &dbra: A szuperpozicié elvének egy alkalmazésa
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U,RTé R | T@ R3 R2

=E=E|

R,=R xR,

Rl

s

Re
fe =l 7 3R T
2 e

Az egyszer(isitett d&ramkorben egy dramosztéval szdmithaté az R, ellenallas drama:

U R, xR,

R ) R, +R xR,

15. dbra A Millman-tétel alkalmazdsa

A kétféle modszer szamoldsigénye lathatdan itt is jelentGsen eltér egymastdl.

Az el6zbekben szereplé klasszikus szamitasi elvek valtakozé dramu halézatok es-

etén is alkalmazhatdak, csak természetesen komplex mennyiségekkel kell a szamoldsokat

végezni, és igy az eredmények frekvenciafiiggéek lesznek, amire itt nem tértink ki,

csakigy, mint a halézatok tranziens jelenségeinek jellemzésére, valamint energetikiai

szempontu elemzésére, amiknek ma mdr szintén kialakult médszerei ismeretesek.
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On the Calculation Methods of Linear Networks
FaTALN LASZLO

The analyses of networks are created by simple principles and witty ideas. This artic-
le describes the history of DC analysis and presents the achieved results. The shown
adaptions of the different methods are thought-provoking and can produce surprising
results.

Keywords: linear networks, DC analysis
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