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GAMMA-SPEKTRUMOK KIERTEKELESENEK
MATEMATIKAI MODSZEREI IV.
A MAXIMUM LIKELIHOOD MODSZER ES
A VARHATO ERTEK MAXIMALIZALASANAK ELVE

MATHEMATICAL METHODS OF
GAMMA SPECTRUM’S EVALUATION IV.
THE MAXIMUM LIKELIHOOD ESTIMATION AND
THE PRINCIPLE OF EXPECTATION MAXIMIZATION

A maximum likelihood becslés egy nagyon hatékony statisztikai modszer, amelyet akkor
alkalmazunk, ha a rendelkezésre all6 adatokhoz legjobban illeszkedd matematikai modellt
szeretnénk meghatarozni. A moédszer lehetéséget ad arra, hogy a matematikai modell sza-
bad paramétereit ugy hangoljuk, hogy az illeszkedés optimalis legyen. A varhatd érték
maximalizalasanak elve olyan valdszinliségi modellek paramétereinek maximum
likelihood becslésére ad lehetdséget, amelyek olyan ,rejtett” valtozoktol illetve paraméte-
rektél fliggenek, amelyeket nem lehet kdzvetleniil megfigyelni. Kulcsszavak: gamma
spektrum, valoszinliségeloszlas, paraméterbecslés, likelihood fliggvény, maximum
likelihood becslés, Poisson eloszlas, Gauss eloszlas, y2 statisztika, a varhato érték maxima-
lizalasanak elve.

Maximum likelihood estimation (MLE) is a very effective statistical method used to
calculate the best way of fitting a mathematical model to some data. Modeling real data by
estimating maximum likelihood offers a way of tuning the free parameters of the model to
provide an optimum fit. The expectation maximization algorithm (EM) is used in statistics
for finding maximum likelihood estimates of parameters in probabilistic models, where the
model depends on unobserved variables. Keywords: Gamma-ray spectra, probability
distribution function, estimation of parameters, likelihood function, maximum likelihood
estimation, Poisson distribution, Gauss distribution, 2 statistics, expectation maximization
algorithm.
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Bevezetés

Az alabbiakban egy szcintillaciés gamma-spektrométerrel felvett spekt-
rum meghatarozasdnak maximum likelihood becslésével foglakozunk.
A probléma vazlatosan a kovetkezd. A mérendd energiatartomanyt osz-

szuk fel n db intervallumra az E,, E,, ..., E osztopontokkal. Tegyiik
fel, hogy a j-edik [E

g=1,2,...,n). A spektrométer csatorndinak a szama legyen m. Osz-
szuk fel tehat a mérdeszkoz altal vizsgalt energiatartomanyt m részre,
ahol az osztopontokat Ey, E;, E,, ... , Ey jeloli. Tegyiik fel, hogy az i-
edik csatorndban, vagyis az [Ei;, E;] energiaintervallumban mért be-

i1 E'j] energiatartomanyban a fotonok szama Xx;

itésszam y; (1= 1, 2, ... , m). Feltessziik, hogy a detektor minden gam-
ma fotont regisztral. Az y = (y1, y2, ... , Ym) mérési adatok, €s a tényle-
ges X = (X1, X2, ... , Xn) spektrum kozotti matematikai kapcsolat a kovet-

kez6 modon irhato fel: (1.1) y = Rx + ¢, ahol az R = [R;]e R™" matrix
a detektor valaszfiiggvénye, ¢ € R™ pedig a zaj. Az R matrix Rjj eleme
annak az eseménynek a valosziniisége, hogy a j-edik energiatartomany-
ba tartoz6 gamma-foton az i-edik csatornaban van detektalva. A prob-
léma abban 4ll, hogy a valaszfiiggvény €s a mérési adatok birtokaban
meg kell hataroznunk a valos x spektrumot.

A maximum likelihood becslés alkalmazaséanal a j-edik intervallum-
ba tartozé fotonok szamat és a detektor altal regisztralt beiitésszamot is
valoszinliségi valtozonak tekintjiik. Legyen a j-edik energiaintervallum-
ba taroz6 gamma fotonok szamaa & (j =1, 2, ... , n) valdszinliségi val-
toz0, az i-edik csatornaban regisztralt beiitésszam pedig az n; (1 =1, 2,
..., m) valoszinliségi valtozo.

Nyilvan mindkettd diszkrét eloszlasu valtozd, amely nem negativ ér-
tekeket vesz fel. A radioaktiv bomlas természetének ismeretében illetve
a szamlalo berendezések altal mért adatok tulajdonsagainak ismeretében
vilagos, hogy mind & mind n; Poisson eloszlasu valtozok [1]. Ha &; at-
lagértéke 2, akkor a mondottak szerint annak valdszinilisége, hogy a j-
edik tartomdnyban a fotonok szama €ppen y; az alabbi formulaval adha-

to meg:
()

(12) PEj=x;) :W-exp(—kj)
)
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Tovabba ha n; atlagértéke A;, akkor hasonloan irhato fel annak valdszi-
niisége, hogy az i-edik csatorndban a regisztralt beiitésszam y;:

N2
(1.3) P(niZYi):&'exp(_ki)
(v; )!

Az alabbiakban els0sorban a Poisson eloszlasra, mint modellre tamasz-
kodunk a szdmitasaink soran, a fontosabb eredményeket ennek az elosz-
lasnak az alkalmazéasaval vezetjiik le, bar a 4. pontban kitériink a norma-
lis eloszlassal torténd kozelités lehetdségére.

1. A maximum likelihood becslés

A maximum likelihood becslést (maximum likelihood estimation, MLE)
— amelyet magyarul a ,,legnagyobb valoszinliség elvének” lehetne for-
ditani —, a statisztikdban a paraméterbecslések témakorében alkalmaz-
zék. Tegylik fel, hogy adott egy szabad paraméterekkel leirt modell,
amellyel feltevéseink szerint leirhatdo az altalunk vizsgalt rendszer. A
paramétereket mérés utjan hatdrozzuk meg, de a mérési adatok zajjal
terheltek. Ez azt jelenti, hogy magukat a paramétereket nem tudjuk
megmeérni csak egy-egy valosziniiségi valtozot, amely Osszefliggésben
all a modell paramétereivel. A mérés szempontjabol a modell paraméte-
rei is valdszinliségi valtozoknak tekintendok. A kérdés az, hogy a mért
értékekbdl hogyan hatarozzuk meg a modell paramétereit, hogy a lehetd
legpontosabb becslést kapjuk.

A maximum likelihood modszert akkor alkalmazhatjuk az ismeretlen
paraméterek becslésére, ha ezen paraméterek stirliségfliggvényei isme-
retlenek, de a mérést terheld zaj eloszlasa ismert. Abban az esetben, ha a
paraméterek eloszlasarol nem tudunk semmit, a legegyszerlibb egyenle-
tesnek feltételezni azt. A maximum likelihood becslés ezek alapjan a
kovetkezOt jelenti: maximalizalni kell a P (ez a mérési eredményl a
paraméterek értéke ennyi €s ennyi) feltételes valoszinliséget. A maxima-
lizaland6 fiiggvény analitikus alakjdnak meghatarozasahoz a Bayes-féle
formulat hasznalhatjuk. Ha feltessziik, hogy a € R* jeldli az ismeretlen
paraméterek vektorat (esetlinkben az ismeretlen spektrumot leiré para-
métereket), y € R™ pedig a méréssel kapott adatok vektora (a detektor-
ral mért spektrum), akkor a Bayes-formula az alabbi alakban irhato:
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Itt a P(a) valoszintiiséget ,,a priori” valdszinliségnek, a P(oc|y) val6szinti-
séget ,,a posteriori valoszinliségnek”, P(y|oc)-et pedig ,.likelihood valo-
szinliségnek” nevezziik. Legyen most y, egy konkrét mérési adatokat
tartalmazo6 vektor. Ekkor az
(2.2) L@ =P(y=yo |

figgvényt — amely az a valtozo, tehdt a paraméterek fliggvénye —,
likelihood fliggvénynek nevezziik. Ez a fliiggvény a mérési zaj eloszla-
sdnak ismeretében meghatarozhatdé. Az o paramétervektor maximum
likelihood becslése a likelihood fliggvény a-paraméter szerinti maxima-
lizaldsaval adddik. Szamitastechnikai szempontbol gyakran célszertibb
az L(a) likelihood fliggvény helyett ennek természetes logaritmusat, az
InL(a) Un. log-likelihood fliggvényt maximalizalni. A logaritmus fiigg-
vény monotonitdsa miatt ennek a két fliggvénynek a szélsdértékhelyei
megegyeznek. Az y; (1= 1, 2, ... , m) statisztikai szempontbol véletlen
mérési adatokat tehat valoszinliségi valtozonak tekintjiik, amely valto-
zok az o5 (s =1, 2, ... , k) paraméterektdl fliggenek. Ha megvaltoznak a
paraméterek, akkor megvaltozik az y = (yi, y2, ... , ym) valoszinliségi
vektorvaltozohoz tartozd egyiittes valdszintiségeloszlas. A problémara
tehat ugy tekinthetiink, mint valoszinliség eloszlasok egy olyan csalad-
jéra, melyek az o = (a4, ap, ... , ox) paramétervektorok altal vannak in-
dexelve. Kissé altalanosabban, jeldlje f(y | o) a mérési adatok y = (yi,
V2, ... , ¥m) vektordhoz tartozo valOszinliségeloszlas egylittes slirliség-
fliggvényét, rogzitett a R* paramétervektor esetén:

(2.3) iy |0)=fyi, ¥ oo s Y | 01, 02y oo, 0)
Abban az esetben, ha az egyes mérési adatok egymastol fliggetlenek, az
egylittes striiségfiiggvény az egyes mérési adatokhoz tartozd egyedi
stiriségfiiggvények szorzataként irhato fel:

(24) f(y |a):f(y1a Y2, oo 5 Ym | aq, 0o, ... :(Xk):fl(YI | ap, 0, ... :ak)'
m
fz(yzl oy, O, ..., Ok ) fm(yml o, 0y ..., (Xk): Hfi(yi|oc)
i=1

A maximum likelithood modszer 1ényege ezek utan ugy fogalmazhato,
hogy egy feltételezett modell és adott mérési adatok esetén a modellnek
eleget tevd stirtiségfiiggvények kozott meghatarozandd az a siirtiség-
fliggvény, amely a legnagyobb valosziniiséggel illeszkedik a mérési
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adatokhoz. Mivel a mérési adatok y € R™ vektorat adottnak tekintjiik, a
stirliségfiiggvény az a € R* paraméterek fiiggvénye. Ugy is fogalmazha-
tunk tehat, hogy meghatarozandé a paraméterek azon értéke, amely leg-
inkabb megfelel a mérési adatokhoz tartoz6 valoszinliség-eloszlasnak. A
(2.3) jelolés alkalmazasaval a likelihood fliggvényt az (2.5) L(a) = f(y
| o) médon értelmezziik. Az L(a) fliggvény — ismét hangsulyozva, hogy
az o paraméter fliggvénye —, lényegében annak az eseménynek a valoszi-
niiségét reprezentalja, hogy az a paramétervektor az o = (o, 0, ... , Ok)
értéket veszi fel, rogzitett y = (yi1, y2, ... , ym) mérési adatok esetén. A ML
modszer alkalmazisa sordn tehat az a +— L(a) likelihood fliiggvény maxi-
mumhelyét keressiik. Mint emlitettiik gyakran célszeriibb, egyszeriibb az
o In L(a) log-likelihood fliggvény maximumhelyét meghatarozni, kiilo-
ndsen akkor, ha a likelihood fliggvényt szorzat alakban irhatjuk. Ha ugyan-
1s a mérési adatok fliggetlenek, akkor (2.4) szerint

2.6) L(o)= [ fi(yile) =TT i(yilorrs 00mmrti)
i=1 i=1

¢s ekkor a log-likelihood fiiggvény alakja:

m m
(2.7) lnL(a) = z In fi (yi|Ot) = z In fi (yi|Otl , 0o ,...,Otk)

i=1 i=1
A sz¢élsOérték létezésének sziikséges feltétele, hogy az a € R* paraméter
komponensei kielégitsék az n. ,,likelihood egyenleteket™:

(28) LRG0 o oy 5
0oL

A gyakorlatban, amikor a modell nagyon sok paramétert tartalmaz, a
maximum-feladat megoldadsa nem allithat6 eld zart analitikus formaban.
A sz¢ls6értékhely ekkor numerikus méddszerekkel allitando eld, nemli-
nearis optimalizalasi eljarasok alkalmazasaval, iteracios modszerekkel.
Célszerli ezen algoritmusok soran az elvileg legbdvebb R* paramétertar-
tomanyt lesziikiteni és az optimumot az R* egy részhalmazan megke-
resni, mert ez gyorsitja az iteraciot. Ebben az esetben azonban fennall a
veszélye annak, hogy csak lokalis maximumot allit el6 az algoritmus €s
nem a likelihood fliggvény abszolit maximumat, mégpedig akkor, ha
nem megfeleld paramétertartomanyt valasztunk. Célszerli ezért tobb
kiilonb6zé modszer €és paramétertartomany esetén is meghatarozni a
maximumot, ¢s ha minden esetben ugyanazt kapjuk optimalis megol-

11
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dasként, akkor fogadhatjuk el a kapott vektort a maximum likelihood
moddszer megoldasaként.

2. A maximum likelihood elv alkalmazasa
Poisson-eloszlas paramétereinek becslésére

Térjiink ra a gamma-sugarzas spektrumanak vizsgalatara. Alkalmazzuk az
1. pontban bevezetett jeloléseket. Tegyiik fel, hogy az i1-edik [E; i, E;] csa-
tornaban a regisztralt beiitésszam y;, mig az alkalmazott modell szerint a
fotonok szdmanak atlagértéke A (1= 1, 2, ... , m). Teljesen altalanosan, a
modell szerinti A; varhaté értékek leirasara szolgald paraméterek legyenek
oy, O, ..., 0k Tegyik fel tehat, hogy mindegyik Ai az a5 (s =1, 2, ... , k)
paraméterek fliggvénye: A; = Ai(ay, oy, ... , ox). Jelolje P(yi, Ai) annak az
eseménynek a valoszinliségét, hogy az i-edik csatorndban a regisztralt
fotonszam vy;, feltéve, hogy a modell szerinti beiitésszdm varhat6 értéke A
(1=1,2,...,m). Ez utdobbi nagy szdmi mérés eredményeinek atlagolasa-
val szamithat6. Mivel az egyes csatornakban a belitések szama egymastol
nyilvanvaldan fliggetlen, a likelihood fliggvény az aldbbi alakban irhato:

m
3.1 Llogog.emoy) =T TPGi20)
i=1
A tapasztalatok szerint, ha radioaktiv bomlasr6l van szo6, a szamlalo-
berendezéssel regisztralt események szdma, tehat a beiitésszdm Poisson-
eloszlast kovet, melynek varhato értéke a fent bevezetett jelolés szerint
éppen A;. Ebbol kovetkezik, hogy

me=(‘emGM)

yi)!
ezért a (3.1) likelihood fiiggvény a kdvetkezd konkrét alakot olti:
m }_/i
(3.2) L(ag,09,....01 )= I1-- : -exp(— 1)
i=1 (Yi)-

Képezziik a kapott fiiggvény logaritmusat. igy kapjuk a log-likelihood
fliggvényt:

12
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W
1
(y)!

InLoy, 0p,...,0 ) = iln[ -expl— )} = i(ln(ki)y' +In(expEd;)) — ln(yi)!) =
i=1

i=1

m m

= (v In() % ~In(y;)!) =D (y; In(A;) ~1; ) + 4lland6

i=l1 i=1
A maximum likelihood becslés az InL(ay, ...0x) fliggvény o paraméte-
rek szerinti derivalasaval allithato elo:

m
Oln Lay,0,00) _ 0 {Z(Yi In(%; (ay,....ax))- ki(al,---,ak))} =0
Oolg dag |ig

(s=1,2, ..., k). A konkrét szamitasok akkor végezhetdk el, ha az A; =
Ai(a, 0, ..., ox) varhatod értékekre konkrét matematikai modell van a bir-
tokunkban. Els6 lépésként tegyiik fel, hogy egyetlen radioaktiv izotdp
gamma sugérzasat vizsgaljuk. Eljiink azzal a nyilvanvalo feltevéssel, hogy
az i-edik csatornaban a beiitésszam atlagértéke, A, ardnyos az izotop A
aktivitasaval [1, 2]. Ebben az esetben tehat egyetlen o paraméteriink van €s
ez az ismeretlen A aktivitas. Ha f; jeloli az egységnyi idore és egységnyi
aktivitasra vonatkozo6 spektrumot (1= 1, 2, ... , m), akkor az atlagértékre a
Ai = T-A-f; 6sszefliggés adodik, ahol T a spektrum felvételének teljes idotar-
tama. Ekkor a (3.2) likelihood fliggvény az alabbi formaban irhato:

M (T.A.f )
(3.3) L(A)zH%-exp(—T-A-fi)
o !
fgy a log-likelihood fiiggvény:

m

InL(A)= " (yi In(T-A-f;) = In(y;)=T- A -f;)
i=1
A szélséérték pedig a
olmL(A) <. 1 1 & <
%= E(YiX—T'fi] ZXZ,Yi —T'Z,fi =0
i=1 i=1 i=1
egyenlet megoldasaként adodik:
m
DY

(3.4) A=-1=L

13
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A (3.4) formula szolgaltatja tehat az ismeretlen aktivitds maximum
likelithood becslését egyetlen izotop esetén. Képezve a masodrendli de-
rivaltat, az ad6dik, hogy:

0° 1nL( )

oA2 Z i

Ez nyilvanval6an negativ, ami pontosan azt Jelenti, hogy a (3.4) megol-
das a likelihood fliggvény maximumat szolgaltatja.

Altalanositsuk a fent megoldott problémat arra az esetre, amikor k db
radioaktiv izotop keverékének spektrumat vessziik fel, tovabba vegyiik
tekintetbe (k+1)-edik komponensként a hatteret is. Tegyiik fel, hogy az s
indexll izotop aktivitdsa As. Ekkor az i-edik csatornaban a beiitésszdm
varhato értéke:

k+1
A =T Afy
s=1
ahol f; az s-indexii izotop egységnyi idOre €és egységnyi aktivitdsra vo-

natkozd spektruma. A likelihood fliggvény most k + 1 db paramétert
tartalmaz:

(3.5) L(Ap..AkApyg)=

:13

k+1 Yi
Z%A i k+1
s
expl —=T- ) Ag-f
Lo Zl S

Ennek logaritmusa:

m k+1 k+1

INL(A,- A, A yp) =D ] yil I T A £ | |- T D A £ —In(y;)!
s=1 s=1

i=1

14
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Szélsdértek ott lehet, ahol teljesiilnek a

alnL(Al""’Ak’Ak+1)=0~(sz1 2, ...,k ktl)
aAS 9 b b b 9

egyenletek. Elvégezve a derivalast, azt kapjuk, hogy

O L(A,.... A, Agig

)_m yi - £y L

=l Z As ’ fsi
s=1

r=12,...,k k+1)
A kapott egyenletek atrendezésével kapjuk az egyes izotopok A aktivi-
tasanak maximum likelihood becslésére vonatkozo linearis egyenlet-
rendszert:

k+1 m m
(.6) D T-A| > fi-fg (=D yi s =1,2, ...,k k+l)
s=1 i=1 i=1

Ez tehat egy k+1 db egyenletbdl allo egyenletrendszer az ismeretlen A
aktivitdsokra vonatkozodlag. A rendszer numerikus modszerekkel meg-
oldhato [2].

3. Kozelités normalis eloszlassal

Vizsgaljuk most azt az altalanosabb esetet, amikor a mérési adatok nem
irhatok le pozitiv egész szamokkal. Ekkor nem alkalmazhat6 a Poisson-
eloszlassal torténd leiras, azonban kozelithetiink Gauss-eloszlassal. Ha a
szokasos modon my jeloli az atlagértéket €s o; a szorést, akkor a gauss-
eloszlés stirtiségfliggvénye:

1 (vi-mi)* | . _

4.1) fly;,m;,0;)=—-exp| —~———|[;(1=1,2, ..., m
@D i my,0)= p{ 202 ]( )
Bar a normalis eloszlas nem alkalmazhato kozvetleniil egy szamlalo
berendezés altal mért értékek, mint valdszintiségeloszlas leirasara, még-
is azt mondhatjuk, hogy a Gauss-eloszlas a Poisson-eloszlas elfogadhato
kozelitésének szamit, ha a belitésszam csatornanként eléri legalabb az 5
értéket. Ekkor a Poisson-eloszlds a normalis eloszlas egész helyeken

15
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felvett értékeivel kozelithetd. A normalissal valo kozelités keriilendo, ha
az alacsony beiitésszamok gyakoriak [3].

A gyakorlatban és az elméleti meggondolasok soran is feltételezik,
hogy a o; szordsok ismertek ¢és fliggetlenek a modell paramétereitdl [1].
Ez azt jelenti, hogy csak a varhato értékek fliggenek a paraméterektol:
m; = mi(oy, ... , ax). Ha tehat a normalis eloszlassal torténd kozelités
feltételei fennallnak, akkor a (3.1) likelihood fiiggvény alakja a (4.1)
stiriségfiiggvény ¢és a paraméterekkel kapcsolatos megallapodas figye-
lembevételével a kovetkezo:

m PRp— . 2
(42) L(al’az’___,ak):—l Hi.exp(_ (yl ml(alaZZa---aak)) ]
(\/ﬂ)m i=1 % 20j
Képezve (4.2) logaritmusat, kapjuk a log-likelihood fliggvényt:
m . 2
lnL(alaaQ""’ak)ZZ{_ (YI ml(a;’(éz’.“’ak)) —lnci]—m-ln\/%
i=1 Oj

A jelolések egyszerlsitése végett célszerli a kapott egyenletet megszo-
rozni (—2)-vel:

m 2
—2lnL((11,(12,---,(1k)=Z[(Yi _mi(alaGZa...,(lk)) +11’1012j+m'11’1271?:

. 2
i=1 Gj

m 2 m
=y (yi =m; (al’gz""’ak)) + [Zlnoiz +m- ln2nj
i=1 Oj i=1
Vegyiik észre, hogy az 0sszeg elsé szummaja éppen a mért spektrum ¢&s
a modellspektrum eltérését megadé y” statisztika, a masodik, zarojelben
levd Osszeg pedig konstans, fliggetlen a paraméterektdl. Azt kaptuk,
tehat, hogy ha normalis eloszlassal kozelitlink €s a o; szorasokat a para-
méterektol fliggetlen ismert konstansoknak tekintjiik, akkor:
—2InL(oy, 05,..., 04 ) = xz + allando
Az emlitett feltevések mellett igaz tehat, hogy a maximum likelihood
becslés, és a legkisebb négyzetek modszere — azaz a y” statisztika —,
ugyanazt az eredményt szolgaltatjak. Szdmlalo berendezésekkel végzett
mérések esetében azonban ezek a feltevések nem teljesiilnek, de a fenti
eredmény moddosithatd a vizsgalt esetre. Ekkor ugyanis — a Poisson-
eloszlasra valo tekintettel —, pontosan teljesiilnie kell annak, hogy a
szOrasnégyzet egyenlé a varhato értékkel, azaz ;> = m;. Ekkor tehat a
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Gauss-féle log-likelihood fliggvény konstanstol eltekintve nem egyenld
a i statisztikival, hanem tartalmaz még egy additiv, paraméterektol
fliggd tagot:

(4.4)

m(. . 2 m
—21InL{ay, 0y, ..o ) = Z(y‘ T(ial’ .0 +Zlnmi (0y,00,...,04 ) +allandé
i- my 1,(12,...,(lk) i—

m
:X}% +Zlnmi (o, 00,...,04 ) +allando

i=l
A x2 statisztika ezen moddositdsa Pearson-tdl szarmazik [3], erre utal a
jelolésben alkalmazott ,,P” index. A paraméterek ML becslése a (2.8)
feltételi egyenletek alkalmazédsaval elvileg ennek a formulanak a fel-
hasznalasaval is adodik, ha rendelkeziink konkrét modellfeltevésekkel a
varhat6 értékre vonatkozolag.

Vizsgéaljuk most meg a ML hatékonysaganak problémajat. Tisztan
matematikai szempontbol a y” statisztika a v szabadsagfoku khinégyzet
eloszlast koveti, ha az Gsszeg tagjai paronként fliggetlen standard nor-
malis eloszlast valoszinliségi valtozok. A stirliségfiiggvény ekkor

1jv v
(4.5) fv(x):(z -x2_1-exp(—§]

)

2

ha x > 0 és f,(x) = 0 ha x < 0. Itt ['(x) az Euler-féle gammafiiggvényt
jeloli:

o0
I(x)= Itx_l exp(—t)dt

0
(A gammafiiggvény legismertebb tulajdonsaga, hogy I'(x) = (x—1)-T'(x—
1), tehat I'(n) = (n—1)! ha n egész szam!) Ha a mérési adatok szama m,
¢s az illesztett paraméterek szdma k, akkor az eloszlas szabadsagfoka: v
= m — k. Mint azt mar korabban emlitettiik, szamlald berendezésekkel
végzett mérésekre vonatkozodlag a felsorolt feltételek csak kozelitdleg
teljestilnek. Ezért nem art megvizsgalni, hogy a megfigyelésekbdl sza-
mitott y” statisztika értéke milyen konfidencia intervallumba esik. Hibat
kovethetiink el ugyanis azaltal, hogy bizonyos paramétereket allandonak
tekintiink, de lehet probléma eleve a modell feltevéseivel. Legyen ¥ min
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a mérési adatok €s modellparaméterek alapjan szamitott aktudlis értéke
a y” statisztikanak. A konfidencia intervallum kijel51éséhez definialjuk a

o0
P(X%nin’v): va (x)dx

Ko
valdszinliséget, ahol f(x) a v szabadsagfok khinégyzet eloszlas (4.5)
stiriségfiiggvénye. Ha a szamitasok alapjan az adoédik, hogy P > 0,1
akkor a modellt elfogadjuk, ha azonban P < 0,001, akkor a modellt el-
vetjiik, mert nagy valoszinliséggel feltevései nem helytalloak. A P érteé-
két nevezziik az illeszkedés megbizhatosaganak.

A megbizhatosag kritériumat Gauss-eloszlas feltételezése mellett a x*
statisztika alapjan vezettiik le. Felmertiil a kérdés, adhato-e valamilyen
kritérium az illeszkedés megbizhatosagara vonatkozolag, kozvetleniil a
likelihood fliggvénnyel megfogalmazva? A valasz pozitiv. Definialjuk
ennek érdekében a ,.likelihood hanyadost™ az alabbi modon:

max L(m(ay,...,ay))

(4.6) A=maxL'=
o, max L(m)

A tort szamlalojaban az adott y € R™ mérési adatokhoz tartozo likelihood
fliggvény — modell szerinti paramétertartomanyra vonatkoz6 —, paramé-
terek szerinti maximuma all. A nevezdben pedig likelihood fliggvény ab-
szolit maximuma szerepel, amit gy kapunk, hogy a paraméterek tekinte-
tében, a modellre vonatkozdlag semmiféle megszoritd feltevéssel nem
¢link. Vilagos, hogy A és A’ egyarant a [0, 1] intervallumban vannak. A
modellben alkalmazott paraméterek legmegfelelobb értékei a A’ hanyados
paraméterek szerinti maximalizalasaval kaphatok. A nevezdbeli abszolit
maximum pedig a

0
47) —(-2InL(m))=0
(47 o C2nLm)
feltételekbol adodnak, ahol az m; modellvaltozokat ebben a 1épésben
fiiggetlennek tekintjiik a paraméterektdl. Definialjuk most a ,,maximum

likelihood ¥, statisztikat a kdvetkez6 modon:
(4.8) 1’ =-2n\>=-2InL(m(a, ... , o)) + 2-InL(m)
Igazolhato, hogy a min(y,”) aszimptotikusan megegyezik a klasszikus

m — k szabadsagfoku y* eloszlassal [3]. Eszerint a megbizhatésagra vo-
natkozo kritérium kozvetleniil ebb8]1 a formulabol is nyerhets. Mivel x,”
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masodik tagja fiiggetlen a paraméterektdl, ezért a y,~ paraméterek sze-
rinti minimalizalasa ekvivalens az L(m(a., ... , ox)) likelithood fliggvény
maximalizalasaval.

Tanulsagos a y,” alkalmazasa a korabbiakban mar vizsgalt Poisson-
eloszlas esetére. A becsiilt m; modellparaméter most a A; varhato érték.
Ha elsOként azt feltételezziik, hogy ez nem fligg paraméterektdl, akkor a
(4.7) feltétel a kovetkez6 eredményt adja:

d d A
(2L Apy)) = ~2-In !
I m o H] (yi)!

o)

a}\,i }"i
Ami azt jelenti, hogy a varhato értékekre a Ai = y; becslés adodik, ez
szolgaltatja a likelihood fliggvény abszolit maximumat. Ennek alapjan
Poisson-eloszlas esetén a y,” statisztikara az alabbi kifejezést kapjuk: y,°
=2:InL(m) + 2-InL(m(avy, ..., ox)) =

m y}’i m Y
=2-1nH ! -exp(—yi)—2-lnH(y1.)‘
i=1 (Yi):

o (ri)!

(4.9) = 2(2 (viIn(y;) - y; —In(y)!) =D (yi In(ry) -4 - ln(Yi)!)} =
i-1

i=1

223 (im0 - A, —ln(yi)!)}—%[ﬁ—l}o
i=1

()=

=2-3 [(xi_}’i)_ yiln —1]
i=1 Yi
A maximum likelihood mddszer tehat Poisson-eloszlas esetén arra veze-
tett, hogy a likelihood fliggvény maximumanak meghatarozéasa egyenér-
tékii a y” statisztika (4.9) alakjanak minimalizalasaval.
Felhivjuk a figyelmet arra, hogy ha (4.9)-ben eltekintiink a konstans
szorzOtol €s a kapott kifejezés ellentettjét vessziik, akkor éppen az ent-
ropia
m .
S(yi>Ai) = Z((Yrki)— Yi ln%]
i=1 1
altalanos alakjat kapjuk. Ennek maximalizalasa egyenértékii y,” minima-
lizalasaval. Megmutattuk tehat, hogy a gamma sugérzas spektrumanak
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Poisson-eloszlassal torténé modellezése esetén a maximum likelihood elv
¢€s a maximum entropia modszer egyenértékiiek [4, 5, 6].

4. A varhato érték maximalizalasanak elve

A ML becslés alkalmazasa esetén a probléma optimalis megoldasat
kozvetleniil a
0ln L(oy,09,...,0 )

ool

=0;(=1,2,...,k

egyenletek altal meghatarozott rendszer megoldasa szolgaltatja. Hogy a
kapott staciondrius pont valoban abszolit maximum és nem csak lokalis
maximum, vagy esetleg minimum, kiillon megfontolasok targyat képezi.
Linearis és nemlinedris egyenletrendszerek megoldasara tobb kiilonbozo
eljaras is ismert, tehat a probléma elvileg megoldhato. Ilyennel talalkoz-
tunk (3.6)-ban.

Létezik azonban egy olyan iterativ eljaras is, amely a likelihood fiigg-
vény maximumat kozvetleniil a Bayes-formula alkalmazasaval, tehat
valészinliségelméleti alapon allitja eld. Ennek soran kozvetleniil a P(y

| a) feltételes valosziniiség logaritmusat, tehat a log-likelihood fliggvényt
maximalizaljuk.

Az eljaras, a ,varhaté érték maximalizalasanak elve” nevet viseli
(Expectation Maximization Algorithm, EM). Mivel azonban ez a mddszer
szintén a likelihood fliggvény maximumat allitja eld, nem fiiggetlen a ML
elvtdl, hanem ellenkezdleg, arra épiil. Ezért 6sszefoglaloan igy nevezhet-
juk, hogy ,,maximum likelithood becslés a varhato érték maximalizalasa-
nak modszerével” (Maximum Likelihood estimation using Expectation
Maximization Algorithm, ML-EM) [7].

Az alabbiakban ismertetendd eljaras szamitasok szempontjabol leg-
nagyobb eldnye, hogy alkalmazésa akkor is lehetséges, ha hianyz6 vagy
kozvetleniil nem megfigyelhetd paraméterek is bonyolitjak a helyzetet.

A modszer megvilagitasa érdekében tegyiik fel, mint korabban, hogy
y € R™ a mérési adatok véletlent6l fiiggd vektora, valosziniiségi valto-
6. Legyen tovabba a e R* az alkalmazott modellnek megfelel$ para-
méterek vektora. Feladatunk az o (s = 1, 2, ... , k) paramétereket ugy
meghatarozni, hogy a P(y | a) valosziniiség, illetve ennek logaritmusa
az L(a) = In P(y | a) log-likelihood fliggvény maximalis legyen. Az EM
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algoritmus iteracios uton allitja elé az L(a) fliggvény maximumat. Te-
gyiik fel, hogy a k-adik 1épésban a paraméterek optimalis becslése: o™,
Mivel a feladat L(a) maximalizaldsa, teljesiilnie kell, hogy L(a) > L
(™). A Kitlizott problémaval nyilvan egyenértékii az

(5.1) L(@)-L©@)=InP(y |a)-P(y |a®)
kiilonbség maximalizalasa.

Mindezidaig nem vettiink figyelembe hianyzo, illetve kdzvetleniil nem
megfigyelhetd, vagy nem megfigyelt adatokat, paramétereket. Ha létez-
nek ilyenek, az EM algoritmus egy természetes keretet szolgéltat ezen
paraméterek figyelembe vételére.

Megforditva a logikat, a maximum likelihood becslés soran mesterse-
gesen is bevezethetiink ,,rejtett paramétereket” annak érdekében, hogy a
szamitas egyszertibben kivitelezhetd legyen.

Jelolje ezen paraméterek vektordt z = (z;, 7, ... , zr), amelyet ugyan-
csak valoszinliségi valtozonak tekintiink. A P(y | o) valoszinliség — a z
paramétervaltozo figyelembevételével —, a teljes valoszinitiség tétele

alapjan szamithat6 ki:

P(y|a) =2 P(y|zr g 0‘) ' P(Zr|a)

Az (5.1) egyenlet igy az
L(@) - L (@®)=1In 3 Pylz,, o) Pz,|a)- In P(y | a®)
T

alakot 6lti. Alkalmazzuk most a konkav fliggvényekre vonatkozo

R R R
> Bf(x,) < f{ZBrxr}; B, =0, D B, =1
r=1

r=I1 r=1
Jensen-egyenl6tlenséget a logaritmusfiiggvényre. Ha alkalmazzuk a
B: = P(z | y,a™) > 0 jelolést, és a nyilvanvaloan igaz

z P(z,ly, a(k)) =1

Osszefliggést, akkor a Jensen-egyenl6tlenség alkalmazasa és azonos
atalakitasok utan a kovetkezot kapjuk:
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L(oo-L(a(k)):m[zp(y|zr,a).p(zr|a)]_M(y‘a(w) _

(k)
P(z|y,a*)
= 2c,0)- Pz o) —— - (k) =
—In ;P(y| 1ra)- Plz[a) vl ) lnP[y‘a )
=In| ) P(z,]y, alky. P(ﬂ?r’“)'l’(l((z);h) —lnP(y‘a(k)) >
T Zely,a
>3 p( (k)y. P(Y|Zraa)-P(Zr|a)_ (K)) _
> z,ly,a" /) -In ” (k)) lnP(y‘a )
T Zr y,(X
S pe ) i P(vizr, @) Plzela) A[a‘a(k))
' P(z,|y,ol¥)- P[Y‘“(k))

Az egyenlbtlenséglanc végén bevezetett jeloléssel azt kaptuk tehat,

hogy

s () o4

Az fla | o) fiiggvény tehat nem haladhatja meg a likelihood fiiggvényt.
Egyenldség pedig éppen az o® helyen teljesiil, ugyanis:

f(a(k)‘u(k)J _ L(a(k))_'_ A(u(k)

—Lla®)s ez, .

(5.3)

L((x(k))+ 3 P(z,

L((x(k))+ 3 Pz,

22

u(k)J -

Zy, a(k)J . P(zr

v, ak)y. p[y‘a(k)J

P(y, Zy (x(k))

P(zp o))

Y, (x(k)) ‘Inl = L((x(k))

u(k)J

P
y a(k)) -In (y
P(z,

Y, a(k)) -In
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Tehat a k-adik iteracios 1épés eredményeként adodé o™ helyen telje-
siil, hogy L(a) = fla | o). Ennek alapjan nyilvanvalo, hogy barmely
olyan a vélasztasa esetén, amely megnoveli az f(a | a(k)) fliggvényt, no-
vekszik az L(a) fiiggvény értéke is. Annak érdekében, hogy L(a) értékeét
tekintve a lehetd legnagyobb ndvekedést érjiik el az EM algoritmus al-
kalmazasa keretében, vilagos, hogy az f(a | a(k)) fliggvény maximumat
kell meghatarozni. Legyen a (k+1)-edik iteracids lépésben o becslése
pontosan az f(a | o) figgvény maximumhelye: a*"". Ha a szamitasok
soran eltekintiink a konstans tagoktdl és alkalmazzuk a feltételes valo-
szinliség definicidjat, akkor a (k+1)-edik kozelitésére a kovetkezd for-
mulat kapjuk:

(5.4)

y,a(k))-ln P(y|zr,a)-P(zr|0L) _

P(z,|y, a(k)) ) P[y‘a(k)J

= max {z P(z,ly,a®))-1n P(ylz,,a)- P(zr|a)} -
|
|

o0+ = max

L®) 3 pz,

= max 7z (k) . nP(Y=Zr=0v)‘P(Zr,0,) _
= ma ;P( rly,av )1 P(Zr’a) P(a) =

= max z P(z, y,a(k)) -In P(y,zr|a)} =

= max E[ln P(y,zr|a)]
o

Az adodik tehat, hogy az o™ kozelitést az E[InP(y,z | o)] feltételes
varhat6 érték o paraméter szerinti maximuma szolgaltatja.

A fentiek szerint az ME algoritmus két l1épésbdl 4ll:

1. lépés: (,,E-step”, expectation-step) Az o® k-adik kozelités birto-
kaban meg kell hatdroznunk az

(5.5) E[h1 P(y, zr|a)] = z P(z,y, a(k)) -In P(y, zr|a)

feltételes varhato értéket.
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2. lépés: (,M-step”, maximization-step) Maximalizalni kell a varhato
értéket az a paraméterek szerint. A maximumbhely szolgaltatja a (k+1)-
edik o kozelitést.

Ezek utan felvaltva alkalmazzuk az 1. és 2. 1épéseket. A kifejtett al-
goritmus természetesen lehetdséget ad minden egyes iteracios 1épésben
a ,rejtett paraméterek”, z becslésére is. Mivel a z értékeit kdzvetleniil
megmeérni, megfigyelni nem tudjuk, természetesnek mondhato, hogy a
(k+1)-edik Iépésben z értékét azonositjuk a

(5.6) 2V =E[z]y, "]
feltételes varhato értékkel. A leirtak fényében ugy dolgozunk, hogy az
iteracio soran felvessziik kezd6értékként az o paramétert, majd az
(5.6) és (5.4) formulék ismételt alkalmazasaval rendre meghatarozzuk z
¢és a aktualis értekét:

0@ -z
Ismételten kiemeljiik, hogy ha az L(a) likelihood fliggvény kozvetlen
maximalizalasa helyett az f(a | a(k)) fliggvényt maximalizaljuk egy itera-
ci0s eljards minden lépésében, akkor az azzal az elonnyel jar, hogy fi-
gyelembe tudjuk venni a hidnyzé paramétereket, a nem megfigyelt ada-
tokat, amelyeket a z vektorban foglaltunk 6ssze. Abban az esetben, ha
becslést kivanunk adni ezekre a paraméterekre, a fenti algoritmus lehe-
tdséget ad rd. A 6. pontban részletesen megvizsgalunk egy ilyen esetet.
Mint azt a bevezetOben mar emlitettiik, ilyen paraméterek mesterséges
bevezetése gyakran haszonnal is jar, mert megkonnyiti a szdmitasok
elvégzését.

Az algoritmus abban az esetben is mitkddik, ha az f(a | a(k)) fliggvény
egzakt maximumhelyének megallapitasa nehézségekbe iitkozik, vagy
akar kivitelezhetetlen. Ebben az esetben az f(a | o) maximuménak
megallapitasa, tehat a fliggvényérték legnagyobb mértékii ndovelése he-
lyett elegendd egy olyan oa®*D becslés meghatarozasa, amely az
fla | a(k)) fliggvény értékét ,,egyszerlien csak noveli”, de nem a legna-
gyobb mértékben. Ebben az esetben is teljesiil tehat, hogy

5.7) fa® |a®) <™V | a®)
(Természetesen lehetdség szerint megkoveteljiik a szigorti egyenldtlen-
séget.) Ez az eljards az EM algoritmus altaldnositasanak tekintendd
(Generalized EM Algorithm, GEM). Felmertil az iteracio konvergencia-
jénak kérdése. Megmutattuk (5.3)-ban, hogy A( o® | a(k)) = 0. Vizsgal-

1 (2) 2 (3) 3) (4

-0 >z >0 >z ->a >z >
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juk ennek felhasznélasaval a (k+1)-edik iteracids lépésben L(a) értékét.
(5.2) és (5.7) szerint:
L (a(kﬂ)) > L((X(k)) + A( & | (X(k)) - f(a(kﬂ) | (X(k)) > f(a(k) | (X(k)) =
L((X(k)) + A( a® | (X(k)) - L((X(k))

Ami azt jelenti, hogy az L(a™) (k € N) sorozat monoton ndvekeds.
Vilagos, hogy a sorozatnak felsé korlatja InP(y | a). Ez azt jelenti, hogy
az L(a™) sorozat monoton és korlatos, tehat létezik hatarértéke. Mas
szavakkal ez annyit jelent, hogy az iteraci6 minden esetben konvergens.
Probléma a lokalis maximumokkal illetve a nyeregpontokkal lehet, mert
elképzelhetd, hogy az iteradcid hatarértéke nem az abszolit maximum.
Ennek ellenérzéseképpen célszerii az iteraciot tobb kiilonboz6 o' kez-
doértékkel lefuttatni. Ha minden esetben ugyanaz adddik optimalis
megoldasként, akkor fogadjuk el az iteracidé eredményét optimalis becs-
lésként.

5. Az EM algoritmus alkalmazasa
gammaspektrumok kiértékelésére

A bevezetdben alkalmazott jelolésekkel €élve tegyiik fel, hogy a j-edik ener-
giaintervallumban a fotonok szdma x;, j = 1, 2, ... , n). A fotonok szama
Poisson-eloszlast kovet A; varhato értékkel (j = 1, 2, ... , n). Feladatunk,
hogy a detektorral mért spektrum, tehat az y; (1= 1, 2, ... , m) adatok alap-
jan meghatarozzuk az x; fotonszamokat, vagy ami ezzel gyakorlatilag
egyenértékll, ezek A; atlagértékét. Tegyiik fel, hogy a j-edik intervallumba
tartozo fotont a detektor az i-edik csatorndban regisztralja. Ennek valoszi-
niiségét jeloli R;;. Feltehetd, hogy minden egyes emittalt fotont a detektor
regisztral valamelyik csatornaban, tehat teljestil, hogy

m
(6.1) zRij =15;G=1,2,...,n).

i=1
A detektor valaszfiiggvényének R;; komponensei mérések utjan megha-
tarozhat6, detektorra jellemz6 allandok. Ezeket az aldbbiakban ismert-
nek tételezziik fel.

A detektor altal az i-edik csatornaban regisztralt y; beiitésszam szin-

tén Poisson eloszlast valoszinliségi valtozo, melynek atlagértéke A; (i =
1,2,...,m).
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(vi)!

torndban a betitésszam y;. Mivel A; ennek a varhato értéke, teljesiil a

n
(6.2) i =E[yi]=D viRjj
f=

Ezek szerint -exp(—A;) annak valdszintisége, hogy az i-edik csa-

Osszefliggés 1s. Legyen most z; (1=1,2, ... ,m;j=1,2, ..., n) azon
fotonok szama, amelyek a j-edik energiaintervallumba tartoznak és az i-
edik csatornaban vannak regisztralva. Az 5. pont jeldléseivel €s gondo-
lataival 6sszhangban, ezek azok a ,rejtett paraméterek™ amelyeket koz-
vetleniil megfigyelni nem tudunk. Az EM algoritmus kiilonleges saja-
tossaga, hogy segitségével ezekre a paraméterekre is adhatunk becslést.
A z;; ,paraméterek” is Poisson eloszlast kdvetnek, jelolje ezek atlagérté-
két Ajj. Nyilvan teljesiil, hogy (6.3) Aij = Rjj'A.

Feltehetjiik, hogy az egyes energiatartomanyokba tartoz6 fotonok
szama egymastol fiiggetlen, €s ugyanezt elmondhatjuk a detektor egyes
csatornaiban regisztralt beiitésszamokrdl is. Ez azt jelenti, hogy a
likelihood fiiggvény szorzatalakban irhatd. Az eddigiekben altalanosan
a-val jeloltiik azokat a paramétereket amelyeket ugy szeretnénk hangol-
ni, hogy a modell a legjobban illeszkedjen a mérési adatokhoz. Ezt te-
kintjiikk a likelihood fliggvény valtozdjanak. Az alabbi vizsgalatokban
ezek a paraméterek a A;; altagértékek, illetve (6.3) szerint a A; varhato
értékek. Ezért a likelihood ﬁiggvény a

( i
(6.4) L xp(—2ij)
(J) lljlﬁep j

alakban irhatd. Ennek logaritmusa, a log-likelihood fiiggvény igy a ko-

vetkezd: (6.5) lnL( ) ZZ( 7~1J+21]1n( 1]) ln(zu))

i=1j=1
Ha itt ténylegesen figyelembe vessziik a (6.3) 0sszefliggést, akkor a A
paraméterektdl figgd alakot kapjuk:

(6.6) InLf ) 22( Rijh J+Zuln(7‘ )”1]1“( u) ln(zij)!)

i=1j=1
Alkalmazzuk InL(})) maximumanak meghatarozasira az EM algo-
ritmust. Az algoritmus két Iépésbdl all:
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1. lépés (,,E-step”): Meg kell hataroznunk az (5.5)-nek megfeleld
E[ln P(y, z|k)] = Z P(z]y, k(k)) -In P(y, z|k)
Z

feltételes varhatd értéket. Felhivjuk a figyelmet, hogy itt InP(y,z | )
éppen az InL(A) log-likelihood fliggvény. A (6.6) z-szerinti feltételes
varhatd értékének kiszamitasat végezhetjiik tagonként. Az elsd tag
konstans, igy atlaga sajat maga. A tobbi harom tagban is elég z; feltéte-
les varhato értékét kiszdmitani, majd a mdasodik €s harmadik tagban
konstanssal szorozni. A k-adik iteracids I€pésben kapott kij(k) kozelités
birtokaban, az (5.6) O0sszefliggés szerint, ez az atlagérték éppen a z;; ko-
zelité értéke a (k+1)-edik iteracios lépében: (6.7) z;*"" = E[z; | yi, A;*]

Ennek meghatarozasa érdekében eldszor szamitsuk ki a P[z; |yi,
LM feltételes valoszintiségeket. Ha felhasznaljuk a nyilvanvalé

m m
A= inj €s az yj =Zzij Osszefliggéseket, a feltételes valdsziniiség
j=1 j=1

fogalmat, tovabba azt, hogy z;; és y; Poisson eloszlastiak, akkor azt kap-
juk, hogy:

Yi—Z;
7\‘ .

(%ij)z“’ . {oé OU] .

P(Zij’YiP“ij): (z) 'exp(_x”)'w'exp(_oéxm)
P(y1|7~ij) (2 )Y exp(—Ai)

(vi)!

) (%_JJ(M_JJY
A szamitas eredménye azt mutatja, hogy a P[ZijlYi, kij(k)] feltételes
valdszinliségeloszlas éppen Binomialis eloszlds. Ennek pedig kozismert
a varhato értéke, ami egyben a z;*"" kozelit érték:
(k) (k)

AN,
k k 1 1
(6.8) z"V = E[z; | yis M=y - =y ——

A o, (k)
ZMJ-
j=1

Pleglyiig)-
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2. lépés ("M-step”’): Maximalizalnunk kell a (6.6) fliggvény feltéte-
les varhato értékét. Ehhez eloszor formalisan behelyettesitjiik a (6.8)
Osszefliggést a (6.6) fliggvénybe, ezzel képeztiik a varhato értéket:

(6.9) lnL( ) ZZ( lekj+zk+1)ln(kj)+zi(Jk+l)ln( ) ln( (kH)).)

i=1j=1

e OlnL(Aj) =~ .| , _ oInL(2;)
Majd kiszamitjuk a o derivaltakat és megoldjuk a o 0;

j j
g=1,2,...,m) egyenleteket. Elvégezve a derivalast azt kapjuk, hogy:
m
Z[‘Rij woAf) LJ =0
P A
Ha felhasznaljuk a (6.1) osszefliggést, akkor kapjuk ezeknek az egyen-

leteknek a megoldasat:
m

k+1 z k+1

Helyettesitsiik most ebbe az osszeﬁlggesbe a (6.8) eredményt:

x(k)
k+1
Z ;
B Z
Mivel (6.3) szerint még az is teljesiil, hogy Aj = Rij-Aj, ezért a Aj para-

méterekre vonatkozo6 iteracios formula végiil a kovetkezd alakot olti:

m ra®
x(Jk“) =Sy

TN (30
n _kj zn

i=1 ZRIJX(k) i=1 ZRIJX(]k)
(6.10) =i =

A (6.10) formula tehat a valos spektrumkomponensek atlagértékére vo-
natkoz¢ iteracios formula. Mivel A} az xj atlaga, gyakorlatilag ugyanez a
formula szolgél az xj fotonszdmok iteracids becslésére is [5, 6]:

N X(k)i YiRjj

] ]
i=1 iRin(’k)
(6.11) =

YiRjj
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Az ML-EM algoritmus — bar eredetileg pozitron emisszids tomog-
rafiai vizsgalatok kiértékeléséhez lett kifejlesztve —, nagyon hatéko-
nyan alkalmazhaté mddszer a spektrumok kiértékelésének problémako-
rében is. Hatranya, hogy az iteracid viszonylag lassan konvergal, és
bizonytalansag van abban, hogy a megoldas abszolut vagy lokalis ma-
ximumot ad-e, de eldnye, hogy a dekonvolucidos modszerek kozott a
legjobb felbontést biztositja, a legélesebb csticsokat és a legmélyebb
volgyeket allitja elé a spektrumban, €s akkor is eredményesen alkal-
mazhat6, ha viszonylag alacsony a jel/zaj arany.
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