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A tényleges és a méréssel kapott gamma-spektrum kapcsolatat egy linearis egyenletrend-
szerrel irhatjuk le. Ennek az egyenletrendszernek a megoldasa — amelyet dekonvolicionak
neveziink —, egy Osszetett probléma, ugyanis a megoldds a mérési hibak kovetkeztében
instabilis, a megoldas nagyon érzékeny a hibakra.. Matematikai szempontbol a problémat a
matrix szingularitasa, az egyiitthatomatrix kicsi sajatértékei jelentik. A mérési hibak létezése
és a rendszer egyiitthatomatrixanak szingularitisa jelent6s mértékben befolyasolja az alkal-
mazhaté dekonvoluciés madszerek hatékonysagat. A klasszikus egyenletrendszer megoldasi
modszerek nem eléggé hatékonyak, stabilis, a hibakra kevésbé érzékeny megoldas eléallita-
séhoz regularizaciés modszereket kell alkalmazni. Ez azt jelenti, hogy az eredeti problémat
illetve annak megoldasat egy olyan problémaval illetve annak megoldasaval kozelitjiik,
amely szamottevéen kevésbé érzékeny a hibakra. Ebben a dolgozatban néhany hatékony
regularizacios modszert mutatunk be.

Gamma spektrum, dekonvolucid, ,rosszul kitiizott” problémak, ,,rosszul kondicionalt”
problémak, altalanositott inverz, szingularis felbontds, regularizacio, paramétervalastasi
szabalyok, csonkitott szinguléris felbontas, Tyihonov-féle regularizacio.

The relationship between incident and observed spectrum can be described by a linear equation
system. The solution of this system (called deconvolution), is generally a complex problem,
because the solution is unstable with respect to the measurement error, the equation system is
extremely sensitive to errors in the measured data. From mathematical point of view the main
problem is the singularity of response matrix, the existence of very small eigenvalues. The
existence of error and the singularity of the system-matrix affects the process of deconvolution,
and can lead to difficulties in solving the equation system. Classical methods for solving
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equation systems are not efficient enough, therefore, in order to find stable solution the method
of regularization must be applied. This means, that the original problem is replaced by an
approximate one, the solutions of which are significantly less sensitive to errors in the data.
This work presents some effective regularisation techniques.

Gamma-ray sopectra, deconvolution, ,,ill-posed” problems, ,,ill-conditioned” problems,
generalized inverse, singular value decomposition, regularization, parameter choice rule,
truncated singular value decomposition, Tikhonov-type regularization.

1. Egy egyszerli regularizacios eljaras

Egy gamma spektrum meghatarozasa a mérési adatok alapjan lényegében
egy linearis egyenletrendszer megoldasat jelenti. Ha y € R™ az m-csatornas
spektrométerrel mért spektrum, x € R" a valds spektrum, az R € R™" matrix
pedig a detektor valaszfiiggvénye (Response function), akkor a megoldando
probléma y = Rx alakban irhato fel [3]. Az egyenletrendszer R = [R;] € R™™"
egylitthatomatrixanak Rjj eleme annak az eseménynek a valdszintisége, hogy
a j-edik energiatartomanyba es6 y-foton az i-edik csatornaban lesz detektalva.
Az alabbiakban az R matrixot ismertnek tételezziik fel. Tegyiik fel, ahogyan
az a gyakorlatban teljestil, hogy m > n, ami azt jelenti, hogy egy tilhatarozott
egyenletrendszer megoldasa szolgaltatja az x spektrumot, azaz nagyobb az
egyenletek szama mint az ismeretleneké. Ebben a cikkben ezen egyenlet-
rendszer megoldasanak, az un. dekonvolicionak, regularizciés modszerei-
vel foglalkozunk. Mivel ez a dolgozat az [1] cikk kdzvetlen folytatasa, ezért
erre a munkara a targyalas soran tobbszor is hivatkozunk majd.

Léteznek az [1]-ben részletesen elemzett klasszikus algoritmusoknal
sokkal hatékonyabb modszerek. Ezeket az eljarasokat regularizacios modsze-
reknek nevezziik. A klasszikus modszerek vizsgalata soran kideriilt, hogy a
megoldas sordn a legtobb problémat a kicsi, nulldhoz kozeli sajatértékek
okozzak. A regularizacié soran az A szimmetrikus pozitiv szemidefinit matri-
xot ugy kozelitjiik matrixok seregével, hogy a kozelitd matrixok sajatértékei
tavol maradjanak a zérustol. A 4. pontban részletesebben és altalanosabban
vizsgaljuk majd a problémat. Most az alapgondolat megvilagitasaként egy
egyszerl esetet targyalunk. Legyen A € Rnxn, és o > 0, valoés szadm. Defini-
aljuk kozelité matrixok Aa seregét az alabbi médon:
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Aa = A + oE, ahol E € Rnxn az egységmatrix. Ha o — 0, akkor nyilvan
teljesiil, hogy Ao — A. Ha az A matrix sajatértékei a Ai valos szamok, akkor
Aa sajatértékei a Ai + o valos értékek, ugyanis:
Aoui = (A+ a-E)ui = Aui + a-Eui = Aiui + aui = (A1 + a)ui

Ebbdl a szamitasbol az is kideriilt, hogy Aa sajatvektorai megegyeznek az A
sajatvektoraival. Tegylik fel ismét, hogy A regularis. Ekkor x = A—1ly és xo =
Aa-ly. Igy a kozelitd megoldas és az elméleti pontos megoldas eltérése (az
[1] dolgozatban részletesen targyalt és tobbszor alkalmazott 2.1 6sszefliggés
szerint):

(1.1)

n
- -1 . 1) yFy = o uF
X —Xgqg _iZ:_l(}\i - (A +a) )11U1Y—;_lmululy
A sajatvektor rendszer ortogonalitdsa miatt, ha Amin a legkisebb sajatérték,
akkor az eltérés normaja:

b=l <=M

A min (}‘min +a

Ha o — 0 vildgos, hogy [x = x| = 0, Vegylik most figyelembe, hogy a mé-

rési adatoknak van hibaja, yd a mérés eredménye. EbbOl meghatarozva a
megoldast az xad = Aa—1yd Osszefliggést kapjuk. Mint korabban, most is

p? <2
teljesiil, hogy .
Ugyancsak a (1.1) dsszefiiggés felhasznalasaval, a hibas adatbol kapott koze-
lité megoldas és az elméletileg pontos kozelité megoldas eltérése €s az elté-
rés normaja a kovetkezo:

n
@ xg =30 o) M ui (v )

i=1 , valamint
Becsiiljiik most meg a hibas adat alapjan a kozelitd matrix segitségével
meghatarozott megoldas és az elméleti pontos megoldas eltérését! A ha-
romsz0g egyenldtlenség alkalmazasaval adodik, hogy

5
Amin + 0

o
Xag —Xal =
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) )
X=Xg[S X =Xgl+[Xqg —Xgll S y
bl fra -] sl
Mivel az y egzaktul nem ismert, ebben a formaban a becslés nem hasznal-
hat6. az y8 —y| < degyenlétlenségb6l  azonnal  adddik,

hogy |y| < Hy H +8 . Igy arra az'eredményre jutunk, hogy
S wen cor (1 i e
Amin (kmin + OL Amin + O
Vegyiik észre, hogy a két hibatag ellentétes modon viselkedik. Az 1. tag a
— 0 esetén csokkend modon tart a 0-hoz, a masodik tag azonban a — 0
esetén novekszik. Feladat megtaldlni azt az o paramétert, amely minimali-
zalja a két hibatag Osszegét. Ezt az eljarast nevezziik paramétervalasztas-
nak. Mint latszik, az a paraméter két ,,valtozotol” fiigg. Egyrészt a d hiba-
korlatt] (zajszinttSl), masrészt az y° zajos adattol. Az a paraméter vélaszta-
sara elméletileg harom lehetdségiink van (,,parameter choice rule”):
1. a-priori paramétervalastasrol beszéliink, ha o csak a 8-t6] figg: o =
(d);
2. aéposteriori a paraméterezés, ha a minkét ,,valtozotol” fiigg: o = a(d,
Y
3. végiil fennall a lehetdsége annak is, hogy o csak az y° fiiggvénye le-
gyen: o = o y8).
Kimutathat6, hogy az altalunk vizsgalt ,rosszul kittizott” (,,ill-posed”)
problémak megoldasa csak az 1. vagy a 2. mddszerrel hajthatd végre, a 3.
modszer ilyen esetekben nem vezet célra.

X—Xg

2. Altalanositott inverz

Altalanositsuk most az Ax =y egyenletrendszert téglalap alaku egyiittha-
tomatrixok esetére, tehat tegyiik fel, hogy A € R™™, x € R", y € R™. Meg-
allapodasaink szerint m > n, tehat az egyenletrendszer tlhatarozott. Legyen
p =rang(A) az A matrix rangja, és tegyiik fel, hogy p <n. Célunk a regula-
ris matrixok esetében megismert inverz-fogalom altalanositasa.

A mondott feltevések mellett az Ax = y egyenletrendszernek nincs
megoldasa tetsz6leges y € R™ esetén. Célszerl ezért a jelolést is modosita-
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ni. Hasznaljuk mostant6l az Ax = y jelolést ezen tulajdonsag hangstlyozas-
ara! Mivel egzakt megoldas nem létezik tetszdleges jobboldal esetén, meg
kell allapodnunk abban, hogy milyen értelemben keressiik az egyenletrend-
szer megoldasat. Esszeriinek tiinik azt az x € R" megoldast megkeresni,
amelyre az Ax € R™ vektor az y-hoz a legk6zelebb van. Mivel a rangra tett
feltevések miatt az A matrix N(A) magtere nem trivialis, igy a megoldas
nem egyértelmli. Ennek fényében az is logikus kovetelmény lehet, hogy
valasszuk ki ezek koziil a minimalis normaji megoldast.

R(A)Y" = NAH

R(A)

v

1. abra

Az Ax =y egyenlet legjobban kozelitd megoldasanak nevezziik (legkisebb
négyzetek feladata!) az x € R" vektort, ha (2.1) |Ax—y| = inf {|Az—y|| z
e R"}
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Mivel a magtér nem trivialis, altalaban végtelen sok olyan x van, amelyre
Ax a legjobb kozelités. Az x € R" vektor minimalis normaja megoldas, ha
(2.2) |x| =inf {||7|| z € R" legjobban kdzelitd megoldas}

Ha a (2.1) értelemben létezik megoldas, akkor a (2.2) megoldas egyértelmil,
hiszen egy szigortian konvex, masodfoku fliggvény minimumhelye egy
linearis altéren.

Ha y € R™ olyan vektor, hogy az Ax = y egyenletrendszernek 1étezik
megoldasa a (2.2) értelemben, akkor ezt a Moore-Penrose—féle altalanosi-
tott inverz (,,pszeudoinverz”) segitségével lehet eldallitani. Ehhez a kovet-
kez6 modon jutunk el [4].

Legyen A: R" — R™ linedris transzformacio. Legyen N(A)" az A magte-
rének ortogonalis komplementere, és jelolje A; az A transzformacio leszii-
kitését az N(A)" altérre: A;: N(A)" — R(A). Ez a lesziikités regularis, tehat
invertalhato, A, ' 1étezik. Ebben az esetben az altalanositott inverz, aminek
a jele A¥, az A, kiterjesztése az R(A) ® R(A)" halmazra, ahol definici6
szerint R(A)" = N(A"). Ezzel a definicioval valoban kiterjesztést hataroz-
tunk meg, ugyanis ha y e R(A) @ R(A), akkor az
y =y + v, felbontds egyértelmii és Ay = A’y + Ay, = A/ 'y +0=A,
'y1. Az ltaldnositott inverz nem teljesiti a regularis matrixokra igaz A*A =
E, AA" = E osszefliggéseket, ehelyett eleget tesz az tin. Moore-Penrose—
féle egyenleteknek:

AATA = A,
ATAAT = A",
A'A=E-P,,

AA" =Pyl riay o rea)
ahol P;: R" — N(A), Po: R™ — R(A) ortogonalis projekciok. Az altalanosi-
tott inverz segitségével azonnal eldallithaté az Ax = y egyenlet minimalis
normaji megoldasa. Igaz ugyanis, hogy tetszéleges y € R(A) @ R(A)" ese-
tén az Ax = y egyenletnek egyértelmiien 1étezik minimalis normaji megol-
dasa, és ezt az X' = A'y formula szolgaltatja (Ezt a 3. pontban bebizonyit-
juk.) Az Ssszes legjobban kozelitd megoldast az {x'} + N(A) alaku dsszeg-
vektorok szolgaltatjak. Ha tehat x” € N(A) tetsz6leges, akkor az x = X~ + x°
alakt vektorok mindannyian rendelkeznek azzal a tulajdonsaggal, hogy az
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Ax = A(x" + x% a legkdzelebb van y-hoz. Ilyen értelemben végtelen sok
megoldasa 1étezik a legkisebb négyzetek feladatanak. Ezek k6zott minima-
lis normajti az x* megoldas. Hangsulyozzuk azonban, hogy az R™ linearis
térben, adott y esetén R(A)-ban egyértelmiien létezik olyan y;, melyre az
ly = y1| norma minimalis. Szemléletesen ez az y; € R(A) nem mas, mint az
y € R™ vektor R(A) altérre vonatkozo ortogonalis vetiilete. Ebb61 kovetke-
zik az y — y; L R(A), vagy masképpen az y, =y — y; € R(A)" nyilvanval6
Osszefliggeés (1. abra).

Legyen most y; az y legjobb kozelitése. Ekkor tetszdleges z € R(A)
esetén teljesiil, hogy <z, y — y;> = 0. Mivel z, y; € R(A), ezért rendre 1éte-
zik olyan x, X" € R", hogy z = Ax, y; = Ax . Ezért <Ax, y — Ax > = 0. Azt
kapjuk tehat, hogy <x, A’y — A’AX™> = 0 tetszbleges x € R" esetén. Ez
pedig pontosan azt jelenti, hogy adott y € R(A) ® R(A)" esetén az x™ € R"
vektor akkor és csak akkor a legjobban kozelité megoldas, ha kielégiti az

A'Ax=A"y
Gauss-féle normalegyenleteket. Ha ezt az eredményt Osszevetjiik a az [1]
dolgozat (4.1) egyenletével, lathatd, hogy az altalanositott inverz valoban
az eredetileg kitlizott probléma megoldasat adja altalanos feltételek mellett.
Ha még teljesiil az a feltétel is, hogy az A"A matrix regularis (ez akkor
igaz, ha p = n), akkor a Moore-Penrose—féle altalanositott inverz az alabbi
alakban irhato fel:
23)AT=(A"A)T A

3. Szingularis felbontas
(Singular Value Decomposition, SVD)

Az altalanositott inverz fogalmat a 2. pontban elméletileg leirtuk. Az A"
konkrét elballitasa azonban csak abban az esetben adhaté meg az egyszeri
(2.3) formulaval, ha az A"A matrix regularis, mint ahogyan azt mar emlitet-
tiik. Ha azonban az Ax = y egyenletet A € R™"(m>n),x e R", y e R", p
= rang(A) < n feltételek mellett akarjuk megoldani, méghozza a legjobban
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kozelitd értelemben, akkor sziikséges az altalanositott inverz eldallitasa
ebben a legaltalanosabb esetben. Ehhez nélkiilozhetetlen apparatus a matri-
xok szingularis értékekre torténd felbontasanak modszere. Rendkiviili el-
méleti és gyakorlati jelentésége miatt ezt a konstrukciot részletesebben tar-
gyaljuk [8].
Legyen A € R™" (m > n). Ekkor léteznek olyan U € R™™, S € R™",

V e R™, matrixok, hogy az A matrix eléall (3.1) A = USV" alakban az
alabbiak szerint. Mivel A'A e R™™ pozitiv szemidefinit, kvadratikus mat-
rix, létezik olyan V e R™™ ortogonalis matrix, amellyel A'A
diagonalizalhatd. Vezessiik be az A°A e R™™ matrix sajatértékeinek jelo1é-
sére a 6;> szimbolumot i=1,2,...,n).
Ekkor V*(A*A)V =<0 6%, 655 ..., 00>

AV oszlopvektorai kéztudottan az A"A métrix sajatvektorai. Ha nem 1¢-
tezik n db linearisan fliggetlen sajatvektor, mert p < n, akkor Gram—
Schmidt-féle ortogonalizacioval kiegészitjiik n db vektorbodl allo rtonormalt
rendszerré. Ezzel megkaptuk a V = [ vy, va, v3, ... , va | € R"™ ortogonalis
matrix eléallitasat, melyre emiatt teljesiil a V'V = E € R™ §sszefliggés,
ugyanis az ortogonalitds miatt V' = V'. Az altalanos p < n esetet vizsgalva
bontsuk fel V-t blokkokra az alabbi médon: V = (Vi, V1), Vi € R™, V, €
R™™ ahol a V, matrix oszlopai az A matrix N(A) magterének, a V| osz-
lopai pedig az N(A)" ortogonalis komplementer ortonormalt bazisat alkot-
jék. A konstrukciobol adéddéan V nem egyértelmiien meghatarozott. A be-
vezetett jelolésekkel (3.2) Vi (A'A)V, =</’ 6%, 63, ..., 6,° > € R”?,
mésrésztV, (A°A)V, = 0 € R, amibd] kovetkezik, hogy AV, =0 €
R™ ™) Ezekbb] mar meg lehet konstrudlni az U € R™™ matrixot is. Le-
gyen Uy = AV, =< o Lo oy, ..., csp’l > e R™", Ekkor (3.2) miatt
U,'U, = E e R”, tehat U, is ortogonalis matrix. U; oszlopvektorai az A
matrix R(A) képterének ortonormalt bazisat alkotjak. Egészitsiik ki az U, =
[ up, Uy, us, ..., Uy | € R™P matrix ortonormalt oszlopvektor rendszerét
tovabbi m — p db ortonormalt oszloppal a Gram-Schmidt ortogonalizacios
eljarast alkalmazva. Ha ezeket a vektorokat az U, matrixban foglaljuk 6sz-
sze, ahol tehat U, oszlopai az R(A)" altér ortonormalt bazisat alkotjak, ak-
kor kapjuk az U blokkokra torténé U = (U, U, ) felbontaséat. U a konstruk-
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ci6bol adodéan szintén ortogonalis: U'U = E € R™™. Mellesleg megemlit-
jiik, hogy az U matrix oszlopai az AA e R™™ matrix ortonormalt sajatvek-
torai. A V-hez hasonldan az U sem egyértelmii. A bevezetett jelolésekkel,
felhasznalva a fenti 0sszefliggéseket, az alabbit kapjuk:

U*AV:[UIJA(VI Vz):[Ul*A\ﬁ Ul*sz]:[Ul*Ul<Gi>p 0]:[<01 G% 0 .. 0>J

* * *
U, Uy, AV; Uy AV, ) | U, U1<Gi>p 0

Az egyenlet jobboldalat jeldlje S € R™". Ha az egyenletet rendezziik A-ra,
épp a szingularis felbontast kapjuk. A szamitasokbodl kideriilt az S matrix

S
konkrét formaja is: S Blokkokra bontott alakja S = [Sl J ,ahol S, =0 € R™
2

""S1 € RV pedig olyan diagonalis matrix, melynek f4tlojaban a G4, o,

G3, ... , Op értékek, és n — p db zérus talalhato:

s; O 0 0 .. 0

0 o, 0 0 0

0 0 0

S;=|0 0 0 o, 0 0

0 0 0 0 0 0

.. 0

0 0 0 0O 0 0 O

A o; valés szamokat az A matrix szingularis értékeinek nevezziik. A szin-
gularis értékek a fentiek szerint éppen az A"A matrix sajatértékeinek négy-
zetgyokei: {oi} = {kj(A*A)}. Ha o, a legnagyobb szingularis érték, akkor
Euklideszi norma esetén teljesiil, hogy

*
01 = V}‘max (A A) :"A"

Abban a kiilonleges esetben, amikor A szimmetrikus, pozitiv szemidefinit
matrix, a szingularis értékek éppen az A sajatértékei: o; = Ai(A).

A szingularis felbontds nagyon hatékony elméleti eszkdz rosszul
kondicionalt, rosszul kittizott (,,ill-posed”) feladatok megoldasa esetében.
Megmutatjuk, hogy alkalmazasaval a legkisebb négyzetek feladatanak
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megoldasat, tehat az Ax = y egyenlet legjobban kdzelitd, minimalis norma-
ju megoldasat kapjuk. Tlzziik ki feladatként az Ax = y egyenlet egzakt
megoldasat. Ha az A matrix felbontasa A = USV, akkor az Ax = y egyen-
let az USV'x = y alakot 6lti. Ha bevezetjiik a V'x =x’ és az U'y =y’ jelo-
l6seket, akkor USx’ =y, illetve Sx’ = U’y = y’, tehat végiil az Sx’ = y’
egyenlet adodik. Az S alakjara tekintve innen vilagos, hogy az Ax =y pon-
tosan akkor oldhaté meg, ha minden olyan i indexre, melyre c; = 0, teljesiil
hogy y’i = 0, — ezekre az indexekre a x’; komponensek tetszdlegesek —, to-
vabba 1> n esetén y’; = 0.

Az Ax =y egyenlet minimalis normaji x € R" megoldasanak meghaté-
rozésa, a V ortogonalitisa miatt egyenérték(i a minimalis normaji V'x = x’
eléallitasaval, hiszen ortogonalis V matrixra teljesiil, hogy |x|=|Vx||. Al-
kalmazzuk a megoldas eléallitdsa érdekében a kdvetkezd definiciot:

oF :{ci_l ha i=j és o; %0
Yoo kiilonben

és értelmezziik az S* € R™™ matrixot az S = (s';;) modon, tovabba legyen

x” =Sy, valamint A" = VS'U". Ekkor (3.4) x = A"y = VS'U'y a keresett

legkisebb normaju megoldas. Valoban, a bevezetett jelolésekkel:

2 2 2. 2
= ixi-yi) + Dy
i=1

2 2
HAx—yHZ:HUSV*x—yH :HSV*X—U*yH =[sx-y
i=p+1

Egyenloség akkor van, ha x'; =Yi (1=1,2, ..., p). Atobbi x’; tetszéleges.
Ha i > p estén x’; = 0, akkor x nOrmaja minimalis. Ekkor pedig az el3bbiek
szerint éppen x’ = S"y’, és ekkor a V ortogonalitdsa miatt minimalis a (3.4)
szerinti x = Vx’ = VS'y’ = VS+U*y normaja is!

Konnyen ellendrizhetd, hogy a (3.3) Osszefliggéssel értelmezett A™
R™™ matrixra teljesiilnek a Moore—Penrose-féle egyenletek, ami azt jelenti,
hogy A" nem mas, mint a Moore—Penrose-féle 4ltalanositott inverz a legal-
talanosabb esetben. Az altalanositott inverz eléallitdsdhoz sziikség volt a
szingularis felbontasra. Osszefoglalva a mondottakat: az Ax = y egyenlet
minimalis norméju megoldasat a x = A"y vektor szolgaltatja.

Vizsgéaljuk meg, mit mondhatunk ebben az esetben a megoldéas hibajarol!
Mivel altaldban az Ax =y egyenlet nem megoldhaté — a mondottak szerint
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az altalanositott inverz a legjobban kdzelitd megoldasok koziil a minimalis
normajut adja —, helyette az Ax = y — y, egyenletet tekintjiik, ahol y, =y —
Ax, az y legjobb kozelitésének €s y-nak az eltérése (itt a 2. pont jeloléseit
alkalmaztuk). Most x = A’y és x + 6x = A'(y + dy).

A [1] dolgozat (3.1) dsszefliggésének levezetésénél alkalmazott gondo-
latmenetet értelemszerii modositasokkal ismételve azt kapjuk, hogy az alta-
lanos esetben a relativ hiba a kovetkez6 egyenl6tlenséggel becsiilheto:

2 (o
<l Iyl -T2l

A =2ma% a7 Ax = y feladat kondiciészama. Mint lathato az
9

ahol k = ‘AJF

altalanos esetben a sajatértékek szerepét atveszik a szingularis értékek, de a
tény, hogy a kondicioszam a legnagyobb és a legkisebb szingularis érték ha-
nyadosa, tovabbra is fennall. A megoldas relativ hibaja most a Oy eltérés és az
Iy] - [ly 2| kiilonbség altal van meghatarozva. A hiba nagyséaga itt tehat a kondi-

cioszam mellett attol is fligg, hogy mekkora az ||y| - ||y kiilonbség. Minél

nagyobb ez az eltérés, a megoldas annal pontosabb. Gondoljuk meg ismét,
hogy Ax az y € R™ ortogonalis projekcioja az R(A) altérre, és y, ennek a két
vektornak a kiilonbsége. A hiba annal kisebb minél kisebb ez az eltérés. Minél
jobban 6sszemérhetd y normaja az y, vektor normajaval, a helyzet annal rosz-
szabb.

Az alkalmazasok kedvéért felirjuk a szingularis felbontast mas alakban is:

6g . 0 0 0

Vi ViX

. 0
0 0 o, O
p ViX

0

0 0 0
VoX

Ax=USV*x = (U)(s) V2 x=(U)(s) Vf"‘ —(u us . upy)

(=)
(=)
(=)
(=)

VnX

(= =R = )

[

Vn VpX
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VX
p
V)X
=(01u1 Goupy .. opu, 0 ... 0) 2 =Zsi<vi,x>ui
-
VX l

+ - O v I3 . . I3
Az A’ inverz matrixra, az el6z6 gondolatmenet és a (3.4) Osszefliggés al-
kalmazasaval, az

p
1
(3.5) Aty= 2;<ui,y>vi
i=1 "1

eléallitas adodik.
4. A regularizacio altalanos fogalma

Az 1. pontban mar emlitettiik, hogy a megoldas soran a legtobb problémat a
kicsi, nulldhoz kozeli sajatértékek okozzak. A regularizaci6 soran az A mat-
rixot ugy kozelitjilk matrixok seregével, hogy a kozelité matrixok sajatérté-
kei tavol maradjanak a zérustol. Az 1. pontban egy egyszerl szituacidban
vizsgaltuk ennek a modszernek a kivitelezhetdségét. Most altalanos forma-
ban irjuk le a modszer Iényegét [3].

Az I c R intervallum legyen olyan tulajdonsagu indexhalmaz, hogy léte-
zik benne legalabb egy olyan (a,) (n € N) indexsorozat, amelyre teljesiil,
hogy lim(a,) = 0. Adott a € I regularizaciés paraméter esetén legyen R, :
R™ — R" olyan linearis operator, amelytél megkoveteljik, hogy
o — 0 esetén, tetszéleges y € R(A) @ R(A)" mellett teljesiiljon az Ryy —
A’y konvergencia feltétel.

A hibarol a korabbiakkal dsszhangban feltessziik, hogy y8 —y‘ <38. Az
o regularizacids paraméter természetesen fligg a 6 zajszinttol (a-priori pa-
raméterezés), de fligghet az yo mérési adatoktol is (a-posteriori paramétere-
z¢s). Mindkét esetben megkdveteljilk azonban, hogy 6 — 0 esetén is telje-
stiljon az Roy — A+y konvergenciafeltétel.

Folytonos linearis operatorok egy {R,} (o € I) halmazat az A" operator
regularizicidjanak nevezziik, ha tetszéleges y € R(A) @ R(A)" esetén 1éte-
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zik egy olyan a : R" x R™ — I paraméterfiiggvény ( a = o (5, ¥°), a-
posteriori paraméterezés), hogy a
(4.1) lim sup{‘

0—0

R(xy6 ~ATy

‘yseRm;

ya—yH<6} =0

valamint a

(4.2) lim sup{a(&ys )‘y8 eR™; y8 - yH < 6} =0.
5—0

feltételek teljesiilnek. Ha (4.1) és (4.2) egyarant teljesiil egy rogzitett y e
R(A) @ R(A)" esetén, akkor az (R,, o) rendezett part az Ax = y egyenlet
konvergens regularizacidjanak nevezziik. Felmeriil a kérdés, milyen sziik-
séges illetve elégséges feltételek teljesiilése esetén allithatjuk bizonyos ope-
ratorokrol, hogy azok serege az A" matrixnak illetve az Ax = y egyenletnek
(konvergens) regularizaciéja. Az aldbbiakban erre a kérdésre véalaszolunk
az egyszerlibb a-priori esetre vonatkozolag, egyben altalanos elvi alapokat
adunk konkrét konvergens regularizacié eldallitaséara.

Legyen A € R™" R, € R™™, o € R, és tegyiik fel, hogy a — 0 esetén
Ry — A" teljesiil pontonként az R(A) @ R(A)" linearis térben. Ez azt jelen-
ti, hogy tetszélegesen rogzitett y € R(A) @ R(A)" és tetszbleges € > 0 ese-
tén létezik olyan B(g) > 0, hogy ha a < P(e), akkor |[R,y—A*y|<e. Ebben
az esetben az {R,} matrixsereg az A" matrix egy regularizacioja.

Ilyen feltételekkel 1étezik a-priori a = o (3) paraméterezés, amellyel (R,
o) az Ax = y egyenlet konvergens regularizacioja. Egyszeriibben fogalmaz-
va ez azt jelenti, hogy {R,} matrixok tetszdleges olyan serege, amely pon-
tonként tart az A" altalanositott inverz matrixhoz, definial egy konvergens
regularizaciot.

Megforditva, (4.1) és (4.2) szerint teljesiil, hogy lim RayS =ATyés igy,
ha o = o (8) a &-nak folytonos fiiggvénys;”%azt kapjuk, hogy

lim Rmy8 = Atytehat, ha az a-priori paraméterezést egy folytonos fligg-
Véiflyel adjuk meg, akkor a konvergens regularizacié biztositjia a
regularizaciés operatorok pontonkénti konvergenciajat.
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Befejezésiil, az a-priori paraméterezés jellemzésére megadjuk még az
alabbi, nagyon jol hasznalhato sziikséges és elégséges feltételt:

Legyen A € R™" adott matrix, és R, € R™™ regularizacios operatorok
serege o = a (8) a-priori paraméterezéssel. Ebben az esetben (R,, o) akkor
¢s csak akkor konvergens regularizacio, ha a

(4.3) lim a(8)=0 és lim &:|R|=0
5—0 5—0

feltételek teljesiilnek. Ez a tétel nagyon egyszerti és atlathatd modon teszi
lehetévé regularizacidos operatorok definidlasat. Ezt tessziik a kovetkezd
pontban.

5. Konkrét regularizaciés médszerek

A szingularis felbontas targyalasa soran kideriilt, hogy az Ax = y egyenlet
megoldasa soran a f6 problémat a nagy x kondicidoszam, illetve a nagyon
kicsi szingularis értékek létezése okozza. Kézenfekvd tehat olyan
regularizaciés operatorokat definialni, melyekkel modositani tudjuk a leg-
kisebb szingularis értékeket [3, 9].
Felhasznalva az altalanositott inverzre a szingularis felbontas alapjan

kapott (3.5)

P

Aty=> —(uj,y)vi
i=1°1

eloallitast, az R, regularizacios operatort

p
Roy =Y foloi  ui.y)vi
i=1

alakban keressiik, ahol f, : R — R" olyan fiiggvény, melyre tetszdleges &
>0 és a — 0 esetén teljesiil, hogy f, (o) —» —. Tegyiik fel, hogy f, korlatos
is, azaz létezik olyan K, € R, hogy tetsz6lées o € R' esetén f, (o) < K.
Ekkor ugyanis teljesiil, hogy
2 2 2 _.2 2 _2 12
"RaY" = Z(fa(ci)) '|<uiaY>| <Kg -Z|(ui,y>| <Kg ||y||
i

1
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Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy K, az R, normajanak egy felso korlatja.
Ebbdl kovetkezik, hogy (5.1) lim §-K, =0 azaz lim §- "Ra” =0, tehat a
5—0 5—0

cres

kovetkezik R, pontonkénti konvergenciaja A'-hoz, masképpen fogalmazva az
emlitett feltételekkel konstrudlt (R,, o) regularizaciéo az Ax = y egyenlet kon-
vergens regularizacioja. Az f, fuggvény konkrét alakjatol fliggben szamos
lehetdség kinalkozik egy konvergens regularizacié definialasara. Az alabbiak-
ban harom konkrét példat mutatunk ennek megvalositasara.

5.1. Csonkitott szingularis felbontas
(Truncated Singular Value Decomposition)

Induljunk ki ismét az A matrix szingularis felbontasabol. A k kondicioszam
csokkentésére a gyakorlatban a kdvetkezo lehet tenni. Ha néhany oi szingu-
laris érték nagyon kicsi — a szamitogép relativ pontossaganak nagysag-
rendjébe esik —, akkor valasztunk egy a > 0, pozitiv szamot és elhanyagol-
juk mindazokat a szingularis értékeket, amelyek a-nal nem nagyobbak [8].
Ez azért hasznos, mert a nagyon kicsi szingularis értékeknek rosszabb hata-
sa van a megoldasra, mint a 0 értékeknek. Ezzel a ,,csonkitasi” eljarassal, a
feladat kondicioja jobb lesz. Legyen
0 Lhaizj és 0 <0;
Sij =40j
0 kiilonben

¢s definialjuk az Sg matrixot a kovetkezé modon: Sg = (sg )
O]

Ezzel a definicioval Ag = VS(J; U*, és k= K(Az)r ): —.
o

Ennek a modositasnak a hatasa a legjobban kdzelité megoldasra vonatkozo-
lag a kovetkez6: Ha i <a,i=k + 1, ..., n, k < p esetén, akkor yio =0,hai

=k+1,..,ny = Sg y’. Igy a kozelitd megoldas y-tol vald eltérésének

normajara az
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m 2 m
|Aax - y||2 = Zy‘iz egyenldség helyett az [Ax” — y“ = Zy‘iz egyenléség
adodik. A norma tehat nem cs6kkenhet, rosszabb esetben novekszik. Ebben

az esetben az Ag y megoldast kell elfogadnunk A’y helyett. A ketté kozotti

eltérés jelentés mértékil is lehet. Ezért az eljaras ebben a helyzetben az,
hogy t6bb, kiillonb6zé o paraméterrel megoldjuk az egyenletrendszert, és a
kapott megoldasok koziil valasztjuk ki a legmegfelelobbet.

Vegylik észre, hogy a csonkitott szingularis felbontas egy konvergens
regularizacié. Modositva ugyanis a fenti jeloléseket az 5. pontnak megfele-
16en, legyen

fy(o)=175 ha a<o
0 ha o<a
Vilagos, hogy ebben az esetben K, = 1 a fels6 korlat, és a moédszer konver-
gens regularizaciot szolgaltat, ha 8§ % 0 esetén & —— 0 teljesiil. A
regularizalt megoldas alakja tetsz6leges y € R™ esetén: &

1
xq =Rgy= Y, —(uj,y)vj

O
a<o,;

5.2. Lavrentyev-féle regularizacio

A Lavrentyevtdl szarmazo modszer 1ényege az, hogy minden o; szingularis
értéket megnoveliink a-val. Ebben az esetben tehat a regularizacios figg-
vény definicioja:
1
fylo)=

a(c) G+

Ekkor a regularizalt megoldas alakja:

1
Xg :R“y:Zoi +a<uivY>Vi
1
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Vegylik észre, hogy ez éppen az (A + a-E) x, = y egyenlet megoldasa. Ha
visszatekintiink az 1. pontban mondottakra, akkor vilagos, hogy ott intuitiv
uton éppen a Lavrentyev-féle regularizacios eljarast elemeztiik.

Mivel 1 <l ezért teljesiil, hogy K, 1 az fy(c) felsé korlatja. Igy
ct+ta o a

(5.1) alapjan a konvergencia feltétele ismét az, hogy 6 — 0 esetén &- LR 0
a

teljesiiljon.

5.3 Tyihonov-féle regularizacio

Definialjuk a regularizacios fuggvényt a kovetkezé modon [3, 9]:

fylo)=—"
¢ 6% +a

Ekkor a regularizalt megoldas a kdvetkezd formaban adhatd meg:

(5.3.1) xq=Ryy= Z;—'<ui,y>vi
i Gi +a
Tegyiik fel, hogy a pozitiv a regulariziciés paraméter teljesiti az o < o°
feltételt. Ezt megkdvetelhetjiik, hiszen oo — 0 hataratmenetet vizsgalunk.
Mivel a és o pozitivak ez egyenértékii avo < g illetve a o —vo > 0 egyenldt-
lenséggel. Ez utobbit négyzetre emelve és rendezve kapjuk a

2oy <62 +a feltételt. Ebbdl ismételt rendezéssel adodik, hogy

0<1

N

Ez pedig azt jelenti, hogy f,(c) < #:Ka, tehat a regularizacios fliigg-
a

vény feliilr1 korlatos. A regularizacidé konvergenciajanak feltétele az, hogy

o — 0 esetén o SN 0 teljestiljon.

Ja
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Konnyen lathatd, hogy a Tyihonov-féle regularizci6 a Lavrentyev-féle
regularizaci6 altalanositasa. Az utdbbi, pozitiv szemidefinit A matrix esetén
regularizdlja az Ax = y egyenletet. Ha marmost A tetszéleges matrix, és
alkalmazzuk a Lavrentyev-regulatizaciot az Ax = y helyett az
A"Ax = A"y Gauss-féle normalegyenletre, akkor az (5.3.2) (A"A + oE) =
A’y regularizalt alakot kapjuk. Az (5.3.1) formula éppen ennek a
regularizalt egyenletnek a megoldasat szolgaltatja.

A Tyihonov-féle eljaras szoros rokonsagban van az altalanositott inverz
altal eloallitott legjobban kozelitd megoldassal. Megmutatjuk, hogy a
Tyihonov-féle modszerrel kapott megoldas is rendelkezik extremalis tulaj-
donsaggal. Ehhez, az eddigiekkel 6sszhangban — Euklideszi norma alkal-
mazasaval — vizsgaljuk meg az

52 2
(5.3.3) ‘Ax—y H +a-||x|| — min
xeR"
optimalizalasi problémat. Mivel a norma skalaris szorzatbol szarmazik, ez

az 0sszeg az alabbi formdban is irhato:
<AX - YS,AX - y8>+a'<x,x>:<AX,AX >—2-<Ax,y8>+<y8,y8>+a-<X,x>

A szélséérték létezésének sziikséges feltétele, hogy az x-valtozo szerinti
els6 derivalt zérus legyen. Elvégezve a derivalast, a kdvetkez6 adodik:

(Al,Ax)+(Ax,A1}—2~<A1,y5>+2a-(1,x>=2-(Al,Ax)+2a~(1,x>—2-<A1,y5>=0

ahol 1 € R" jelenti azt a vektort, amelynek minden komponense az 1 € R
valos szam.
Rendezve az egyenletet, azt kapjuk, hogy:

<E1,A*Ax> +a-(1,x) —<E1,A*y5> =0

Ez utdbbi egyenlet pedig egyenértéki az (5.3.2) egyenlettel. Mivel pedig a
minimalizaland6 (5.3.3) fiiggvény szigoruan konvex, ezért a staciondrius
megoldas egyben a szélsdérték probléma minimumat szolgéltatja.

Ez azt jelenti, hogy a Tyihonov-féle regularizacié altal szolgaltatott
megoldas, adott o regularizacidos paraméter esetén, minimalizalja az Ax
vektor y*-t61 valo eltérésének és az x vektor a-val sulyozott normajanak
Osszegét. Mivel a regularizacid soran o — 0, ezért lathatd, hogy a
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regularizalt megoldasok végiil is az 4ltaldnositott inverz altal adott megol-
déashoz konvergalnak.

Annak érdekében, hogy érzékeltetni tudjuk a regularizacié hatasat a (3.5)
megoldasra, alakitsuk at a regularizalt megoldas (5.3.1) alakjat a kdvetkezo
modon:

2

— Uy, Y>V
i 12 +a Oi < l l
Innen vilagosan latszik, hogy regularizaci6 a (3.5) megoldast az

o2

Hoj)=—
l Gi2+(1

Xa =
o

faktorral médositja, ez a fliggvény egyfajta sziir6ként viselkedik. Nyilvan-
vald, hogy ha a — 0, akkor r(c;) — 1, tehat a hatas eltiinik. Rogzitett o ese-
tén a regularizalds hatdsa a 2. abran lathato, ahol az r(c) fliggvényt abrazol-
tuk o fliggvényében, kiillonbdzo, rogzitett o paraméterek esetén:

Lal

2. abra
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A grafikon alapjan nyilvanvald, hogy az a-hoz képest kicsi o; értékeket a
regularizacid kiszliri, az a-hoz képest nagy szingularis értékekkel pedig
gyakorlatilag nem torténik valtozas, hiszen az r(c) fliggvény ¢ novekedé-
sével 1-hez tart.
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