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GAMMA-SPEKTRUMOK KIERTEKELESENEK
MATEMATIKAI MODSZEREI I.
A ,KLASSZIKUS” VAN CITTERT-FELE ES
A GOLD-FELE ITERACIO

MATHEMATICAL METHODS OF
GAMMA-SPECTRUM’S EVALUATION I.
VAN CITTERT ITERATION ALGORITHM AND
GOLD-DECONVOLUTION METHOD

A tényleges és a méréssel kapott gamma-spektrum kapcsolatat egy linearis egyenletrend-
szerrel irhatjuk le. Ennek az egyenletrendszernek a megoldasa — amelyet dekonvolicio-
nak neveziink —, egy Osszetett probléma, ugyanis a megoldas a mérési hibak kovetkezté-
ben instabilis. Ennek az az oka, hogy az egyenletrendszer matrixa szingularis, ezért a meg-
oldas nagyon érzékeny a hibakra. A mérési hibak létezése és a rendszer egyiitthatomatrixa-
nak szingularitasa jelentGs mértékben befolyasolja az alkalmazhatd dekonvolicios modsze-
rek hatékonysagat. Ebben a dolgozatban a fizikai €s matematikai alapok ismertetése utan, a
klasszikusnak szamito, Van Cittert-t6l szarmazo iteracios eljarast mutatjuk be, majd ennek
egy stabilisabb, a hibakra kevésbé érzékeny modositott valtozatat, a Gold-algoritmust
ismertetjiik. Kulcsszavak: Gamma spektrum, szcintillacids detektor, valaszfliggvény,
dekonvolucid, ,,rosszul kitlizott” problémak, ,,rosszul kondicionalt” problémak, Van Cittert
algoritmus, Gold-dekonvolucio.

The relationship between incident and observed spectrum can be described by a linear
equation system. The solution of this system (called deconvolution), is generally a complex
problem, because the solution is unstable with respect to the measurement error. The
equation system is extremely sensitive to errors in the measured data, because the matrix of
the system is always singular. The existence of error and the singularity of the system-
matrix affects the process of deconvolution, and can lead to difficulties in solving the
equation system. This work first af all describes physical and mathematical background of
this problem, after that presents the classical Van Cittert iteration algorithm, and the much
more stable Gold-deconvolution method, which is significantly less sensitive to errors in
the data. Keywords: Gamma-ray spectra, scintillation detector, response function,
deconvolution, ,,ill-posed” problems, ,,ill-conditioned” problems, Van Cittert algorithm,
Gold-deconvolution.
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1. Bevezetés

Jelenleg a terepi koriilményeknek leginkabb megfeleld, egyszerli szcin-
tillacios detektorrendszerek fejlesztése ismét eldtérbe keriilt. A kivalo
robosztussag €s hatasfok mellett a rosszabb felbontas miatt az igy felvett
spektrumok kiértékelése — Osszetett forrds esetében — nem egyszerl
feladat, mert a szcintillacids miiszerek, felépitésiik folytan, Osszetett
spektrumokat szolgaltatnak, a kozeli energiaknal fellépd cstcsokat egy-
bemossak [1].

Cél az eszkozrendszer hasznalhatosdganak, tulajdonsagainak vizsga-
lata, a hatékonysag fejlesztése, az alkalmazasi kor kiterjesztése, uj kiér-
tékelési algoritmusok kidolgozasa.

Az egyes lehetséges NATO forgatokonyvek (nuklearis berendezések
szennyezettsége; radioaktiv anyagok kornyezetbe vald kijutasa, kibocsa-
tasa; kezdetleges nuklearis eszk6zok ellendrzése; zart sugérforrasok
ellenérzése; nukledris fiitbelemek és szegényitett urantartalma termé-
kek; lumineszkalod katonai eszk6zok ellendrzése) soran a potencialisan
veszélyeztetett vagy misszioban kozremiikodd katonai erdk sugarvé-
delme szempontjabdl alapvetd feladat a kornyezet folyamatos és gyors
ellendrzése.

A megfeleld parancsnoki dontés elokészitésehez a feladat kiterjed a
kornyezeti kiilsé dozisterhelés gyors €s izotopszelektiv kimutatasara is.
Ezeknek a technikdknak a fejlesztése €s rendszerbe allitdsa a Magyar
Honvédség ABV védelmi képességének ndvelése szempontjabdl is
alapvetden fontos.

Az Ujabban el6térbe keriilt, nem a hagyomanyos csucskeresési algo-
ritmusokon alapul6é dekonvolucids technikédk igéretesek lehetnek a feladat
megoldasara. Ezen technikdk célja, hogy kiaknazzédk a modern személyi
szamitogépek adta lehetdségeket.

A szcintillaci6s mérOmiiszerek ilyen iranya vizsgalata tehat elsésorban
matematikai médszereket igényel. Egyre inkabb elterjedében van a lineé-
ris algebra apparatusat hasznalo, matrixreprezentacios leiras.

A fizikdban és a gamma-csillagdszatban mar alkalmaznak ehhez kii-
16nb6z0 modszereket, technikdkat: maximum-entrépia modszere, a ma-
ximalis valoszinliség becslésének modszere, linearis kozelitd eljarasok.
Ezért cél az ilyen technikak 6sszehasonlitdé vizsgalata, tovabbfejlesztése
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¢s adaptalasa a katonai alkalmazasok teriiletére. Ezzel a dolgozat egy
olyan cikksorozatot elsd része, amely ezen dekonvoltcids technikdk ma-
tematikai modszereit targyalja részletesen. Ezekben részletesen bemutat-
juk a médszerek matematikai hatteret, és levezetjiik azokat az dsszefiig-
géseket, amelyek mar kdzvetleniil alkalmazhatok a dekonvolicid végre-
hajtasara, mas szavakkal a tényleges spektrum eléallitasara.

A y-sugarzés €s az anyag kolcsonhatasai koziil az alabbi gyakorlati
¢s elméleti szempontbol egyarant legfontosabb harom tipust emlitjiik
vazlatosan: Fotoeffektus, Compton-szoras, Parkeltés. Ez a harom fo-
lyamat egymastol fiiggetlen.

Fotoeftektus sorén a y-foton teljes energiajat atadja egy atomban ko-
tott elektronnak. Ennek kovetkeztében az atom elektront emittal, az
elektron E. = E, — Ex energiaval hagyja el az atomot, ahol E, a foton
energiaja, Ey pedig az elektron kotési energidja.

A fotoeffektus alacsony energiaknal jelentds, de ez erdsen fligg az
anyagi mindségtol. Példaul Al esetében E, < 0,05 MeV, Pb esetében
pedig E, < 0,5 MeV energianal. A fotoeffektus bekovetkezésének valo-
szinlisége novekvo energiakndl rohamosan csokken.

Novekvo (,,kozepes”) energidknal egyre jelentdsebb kdlcsonhatas a
Compton-szoras. Ez lényegében y-fotonok szorddasa szabadnak tekint-
hetd atomi elektronokon. A bemend y-foton energidja €s impulzusa a
meglokott elektron és a szort foton kozott oszlik meg.

A parkeltés sordn a nagy energiaji y-foton egy atommag terében
megsemmisiil, és elektron-pozitron par keletkezik. A 1étrejott részecske-
par E kinetikus energiaja: E = hv — 2moc’, ahol hv a foton energija, a
2myc” pedig az elektron-pozitron par egyiittes nyugalmi energiaja.

A folyamat létrejottének energetikai feltétele természetesen az, hogy
teljesiiljon a hv > 2mec” = 1,02 MeV egyenl6tlenség. A folyamat szabad
elektronon nem johet létre, sziikség van egy nagy tomegli magra,
amelynek a terében van az elektron.

Mint lathatd, a gamma sugdrzas €s az anyag kolcsonhatasa Osszetett
folyamat, bizonyos valdszinliséggel mindharom emlitett folyamat vég-
bemegy minden gamma foton esetében, igy ennek megfeleléen a gam-
ma-spektrum szerkezete is meglehetdsen bonyolult. Az 1. abran egy
elméleti monoenergias gamma-spektrumalak lathatd, ahol az egyes kol-
csOnhatasoknak megfeleld részletek vilagosan lathatok (teljesenergia
csucs = fotocsucs).
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1. abra

Mar roviddel a radioaktivitds felfedezése utan, 1903-ban észlelték, hogy
a cink-szulfid (ZnS) kristalyok alfa-sugarzas hatasara fényt sugdroznak
ki, azaz szcintillalnak. A jelenséget 1908-ban alkalmaztak el6szor alfa-
részecskék szamlalasara, azonban annak ellenére, hogy Ernst
Rutherford javitott a megfigyelési technikan, még tobb mint hdrom évti-
zedet kellett varni arra, hogy az eljarast gamma sugarzas vizsgalatara is
alkalmazhassak.

Bay Zoltan ugyanis csak 1939-40-ben dolgozta ki a fotoelektron sok-
szorozot, amely a gamma spektrométer egyik legfontosabb részegysége.
A napjainkban is alkalmazott szcintillacios mérési modszert a fenti ala-
pokon 1945-48-ban Dreyfus, Blau és Hofstadter dolgoztak ki. Szcintil-
latorként Talliummal aktivalt natrium-jodidot alkalmaztak [Nal(T1)].

0,1%-0s szennyezés a kristaly fizikai tulajdonsagait (stirliség, olva-
daspont) nem valtoztatja meg, de az emisszids szinkép maximuma a
lathato tartomdnyba keriil (303 nm-r6l 420 nm-re novekszik) és az
utanvilagitasi id6 négy nagysagrenddel megnd (10~ s-r61 10~ s-ra).

A Talliummal aktivalt Nal transzformacios hatasfoka a legnagyobb a
ZnS utén, mintegy 8%. A jol ismert, eziisttel aktivalt ZnS fényhozama
28%, de ebbdl az anyagbol nem lehet nagyméretli egykristalyt készitent,
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marpedig ez egy nagy hatasfoku spektrométernek elengedhetetlen felté-
tele. A 2. abran lathat6 egy szcintillacios detektor vazlatos felépitése.
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2. abra

Ennek f6 részei tehat egy nagy méretli szcintillator egykristaly (kb. 5-5
cm méretli korhenger), a fotokatod, az elektronoptikai rendszer, az
elektronsokszorozd, az anédon gylilnek 0ssze az elektronok, majd egy
elderdsitd, utdana egy foerdsitd és végil a jelek Osszegytijtésére illetve
szétvalogatasara egy diszkriminator €s szamlald, vagy egy sokcsatornas
analizator.

Mint az 1. abran lathat6, még egy monoenergias y-sugarzas spekt-
ruma is nagyon dsszetett, bonyolult szerkezetli, nem is beszélve Gssze-
tett sugarforrasok esetén detektalt spektrumokrol.

Erre még ratevédik a hattérsugarzas y-fotonjainak folytonos spekt-
ruma €s az egész mérést zavarja a szcintillacios detektor sotétarama,
ami abbol adodik, hogy a fotokatod kis valoszinliséggel fotonok nélkiil
is kibocsat elektronokat, valamint a dinddak termikus emisszi0jabol is
szarmaznak elektronok. Ezeknek a statisztikus folyamatoknak koszon-
hetéen a detektalt energidk nem esnek egybe pontosan a kibocsatott
energidkkal.

A tényleges értékek koriil szorodnak a mért értékek, a vonalak kiszé-
lesednek, egy vonalnak egy Gauss-gorbe felel meg, a spektrum a bonyo-
lult elektronikai rendszernek kdszénhetden torzul.

A spektrumot még tovabb bonyolitja, hogy a gamma fotonok szo-
rodhatnak a szcintilldtort koriilvevd szerkezeti anyagokon, igy ,,vissza-
szorassal” bekeriilhetnek a detektorba. A 3. dbran egy tipikus, szcintilla-

131



VEDELMI ELEKTRONIKA

cios detektorral felvett, monoenergids gamma-spektrum lathatd. (Ves-
siik 0ssze ezt az 1. dbran lathato elméleti spektrummal!)
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3. abra (A Cs-137 gamma-spektruma, E = 0,66 MeV)

Térjlink ra ezek utdn a spektrumkiértékelés matematikai modszereinek
vizsgalatara. Egy gamma spektrum meghatarozasa a mérési adatok alap-
jan Iényegében egy linedris egyenletrendszer megoldasat jelenti. Ha y €
R™ az m-csatornas spektrométerrel mért spektrum, x € R" a valds spekt-
rum, az R € R™" matrix pedig a detektor valaszfiiggvénye (Response
function), akkor a megoldand6 probléma y = Rxalakban irhato fel [2].
Az egyenletrendszer R = [R;j] € R™" egyiitthatomatrixanak Rj eleme
annak az eseménynek a valoszinlisége, hogy a j-edik energiatartomany-
ba es6 y-foton az i-edik csatornaban lesz detektalva.

Az aldbbiakban az R matrixot ismertnek tételezziik fel. Ha egy konk-
rét mérési eljarasra hivatkozunk, amikor is példaul m = 1024 és n = 256,
akkor ez azt jelenti, hogy egy 1024-csatornds analizatorral végezziik a
méréseket, a mérendd energiatartomanyt pedig 256 részre osztjuk.

Tehat a mérési gyakorlatban m > n, ami azt jelenti, hogy egy tulhata-
rozott egyenletrendszer megoldasa szolgaltatja az x spektrumot, azaz
nagyobb az egyenletek szdma mint az ismeretleneké. Ebben a dolgozat-
ban ezen egyenletrendszer megoldasdnak vizsgalatdval, a megoldas ma-
tematikai méodszereivel foglalkozunk.
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Az egyenletrendszer megoldasa Iényegében egy inverz-probléma. A
szakirodalom az eljarast dekonvoliicionak nevezi. Abban az esetben, ha
az R matrix kvadratikus (R € R™™) és regularis, a megold4s azonnal
megkaphato: x = R'y. Ez a gyakorlatban szinte sohasem teljesiil.

Mivel az R matrix nem kvadratikus, igy nem létezik kozvetleniil in-
verze, ezen tulmenden az oszlopvektorok nem linearisan fliggetlenek,
azaz p = rang(R) < n, ami azt jelenti, hogy ha van megoldas az nem
egyértelmi, végtelen sok megoldas koziil kell kivalasztani a legmegfe-
lelébbet. Ezen kiviil az y € R™ mérési eredmények hibaval terheltek, az
inverz probléma megoldasat a hibas y° € R™ vektorbol kell meghata-
rozni, ¢és mint latni fogjuk a gyakorlatban el6forduld esetekben a
dekonvolicié nagyon érzékeny a hibakra.

Az ilyen tipust inverz problémakkal kapcsolatosan Hadamard szerint
harom lényeges kérdés illetve probléma mertil fel [3]:

1. Egzisztencia. Azaz a megoldas l1étezése. A probléma természetétol
fliggden, tetszOleges értékek esetén létezik-e a kivanalmaknak
megfelelé megoldas?

2. Egyértelmiiség. Minden adatsor esetén egyértelmii-e a megoldas
abban az értelemben, ahogy a probléma megkivanja?

3. Stabilitas. A megoldas folytonosan fligg-e az adatokto6l?

Ez utobbi jellemz6 nagyon fontos, mert ha hibas adatokbol hatarozzuk
meg a megoldast, akkor felmeriil a kérdés, hogy hogyan 6roklodik a
mérés hibdja a megoldasra. Ha egy matematikai probléma teljesiti ezt a
harom kivanalmat, akkor azt ,,jol kittizott” (,,well-posed”), ha valame-
lyik tulajdonsag nem teljestil, akkor ,,rosszul kittiztt™ (,,ill-posed”) ma-
tematikai problémanak nevezziik.

2. Rosszul kondicionalt problémak

Mint latni fogjuk, az inverz feladat megoldasanak tulajdonsagait, sot
magat a megoldasi modszert is alapvetden befolyasoljak a matrix sajat-
értékei. Sajatértéke kvadratikus matrixnak létezik, ezért els6 lépéskeént
tegyiik fel, hogy A € R™™", tehat az A matrix kvadratikus.

Ezaltal nem csorbitjuk az altalanossagot, tovabba azéltal sem, ha
csak valos sajatértékeket €s valds komponensti sajatvektorokat tétele-
ziink fel, mert a bevezetdben emlitett dekonvolicids probléma ilyen
esetekre vezet.
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Legyen ; € R az A sajatértéke, u; € R" pedig a A; sajatértékhez tar-
tozo sajatvektor [4]. Ekkor teljesiil, hogy Au; = Au;. Ha az A € R™™"
matrix regularis — ez egyenértékii azzal, hogy minden sajatértéke kiilon-
bozik 0-tol —, akkor létezik az A" € R™™ inverzmatrix, mellyel teljesiil-
nek az A'ui = A 'ui, (i=1,2,...n) egyenléségek. Ami azt jelenti, hogy
az A”' inverzmatrix sajatvektorainak halmaza egybeesik az A sajatvek-
torainak halmazaval, a sajatértékek pedig A sajatértékeinek reciprokai.
Ha az A matrixnak van n db lineéarisan fiiggetlen sajatvektora — ami tel-
jesiil, ha van n db kiilonb6z6 sajatértéke —, az A matrix diagonalis alakra
hozhat6. Legyen U = [uj, uy, ... uy | az a matrix, melynek oszlopai a
sajatvektorok, ekkor az U'AU =< A, A2, .. Ay > =1 A diagonalis mat-
rix féatlojaban a sajatértékek szerepelnek.

A kés6bbi vizsgalatok érdekében tegyiik még fel, hogy az A € R™™"
matrix szimmetrikus (a; = a;i, minden (1, j) idexparra), és pozitiv definit
(ami azt jelenti, hogy az <Ax, x> skaldris szorzat értéke, miden
nullvektortol kiilonb6zé x € R" esetén pozitiv. Ez egyenértékil azzal,
hogy az A matrix minden sajatértéke pozitiv. Ha tetsz6leges x € R"
esetén nem negativ a skaldris szorzat értéke, akkor a matrix pozitiv
szemidefinit.) Az egyszeriiség kedvéért allapodjunk meg abban, hogy a
sajatértékek nagysag szerinti sorrendben a kovetkezOk: 0 < A, <Ay <
... <A1, s a skalazast valasszuk olyannak, hogy A; = 1 legyen. Ebben az
esetben az {u;}, (1 =1, 2,... n) sajatvektorok ortogonalis rendszert al-
kotnak, azaz <u;, up> = 61j (01) a Konecker-féle delta szimbolum, értéke
1 ha i =] és 0 kiilonben). Ismét nem csorbitjuk az altalanossdgot, ha
feltessziik, hogy a sajatvektorok normaltak, azaz |jui|=1, (i =1, 2,...,
n). Ebbél az kovetkezik, hogy az U € R™™ matrix ortogonalis, tehat U™’
= U", U inverze megegyezik a transzponaltjdval. Ebben az esetben a
matrixok spektralis felbontasdra vonatkozo tétel szerint az A matrix
diadok Osszegekeént allithato eld, és hasonlo all az inverz matrixra is [4]:

n n
A=Y A ;valamint: 47 =) 2w

(Itt uu; jeloli a két vektor diadikus szorzatat, tehéi:t] azt nxn méretli mat-
rixot, mely matrix k-adik sordnak j-edik eleme az u; vektor k-adik és j-
edik koordinatajanak szorzata!) Matrixos irasmoddal
A=U AU, ahola A diagonalis matrix fo6atlojaban a sajatértékek van-
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nak. Ebben az esetben egy Ax =y egyenletrendszer megoldéasa az alabbi
alakban irhat6 fel:

n
(2.1) x= A_ly = z%i_luiu;ky
Tegyiik most fel, hogy a mérési adatdk'hibaval terheltek, ,,zajosak”: y6
e R" mérési adatokkal rendelkeziink az y € R" helyett. Tegyiik fel,
hogy a hibakorlat o, azaz y8 —vy|[<6, Euklideszi normaban. Az y6

,Jjobboldal” esetén jelolje a megoldast X, A spektralis eldallitas felhasz-
nalasaval azt kapjuk, hogy

n
(2.2) x% —x= z%i_luiuf (y8 —y)

Becsiiljiik meg az x° — x eltérés nlozrlméjét! Mivel az ortogonalitds miatt

UU" =E, (E € R™" az egységmatrix), az adodik, hogy
Hx‘S —,\ﬂz =<UA71U*(y‘S —y),UNIU(ya —y)> =<(y‘S —y), U/YlUkUAfllf(y‘S —y)> =
(¥ -Aust (v =) < B2 {0 -WUEOL ) =22 {0 =l ) =

o 2
-
aholkmegé}lapodésunk szerint A, a legkisebb sajatérték. Vezessiik be a
K=l = hanyadossal az A matrix kondici6szamat, ami tehat a ma-
ximAfs 6 minimalis sajatérték hanyadosa. Mint lathato, a kondicio-
szam hatérozza meg a dekonvolicié eredményének abszolit hibajat. Ha
a mérési adatok hibasak, akkor

=72

(2.3) yd -st K-

Ez a becslés meglehetdsen ¢éles. Legyen ugyanis y6 —y = 0-u,, tehat a
hiba a legkisebb sajatértékhez tartozd sajatvektor d-szorosa, a sajatvek-
torok normalt volta miatt ekkor teljesiil, hogy y8 -y||=08. Az
ortogonalitasra hivatkozva azt kapjuk, hogy

xa—x <K

n
x0 —x= Zki_luiuTS ‘U = X;llunuzﬁ ‘U = X;118 ‘Up =K-0-Up
i=1
tehat [x° =k-8. A hiba k-szorosara novekszik. A (2.3) becslés tehat
nem javithato. Masrészt, ha y6 —y = 0-uj, tehat a hiba a legnagyobb sa-
jatértékhez tartozd  sajatvektor o-szorosa, ebben az esetben
is Hy6 - yH = teljesiil, akkor az el6z6 gondolatmenettel adodik, hogy

_X}
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n
x9 —xzz%—luiufﬁ-ul =7q1u1uik8-u1 =k}18-u1 =d-ug

vagyis ebben az Setben [x° - xﬂz 3, tehat az abszolut hiba nem ndévek-
szik. A kondicidoszamnak tehat fontos szerepe van a dekonvolicio vég-
rehajtasanal. Ha « értéke nagy, akkor az

xa—x <K

yo -]

egyenldtlenség miatt a megoldas hibdja a mérési hiba k-szorosara is
néhet, nagy « érték esetén a hiba jelentds mértékl lehet! (Kiilonleges
esetben, mint példaul a Hilbert-féle matrixoknal, a kondicidoszam extrém
nagy érték is lehet [5]. A H, = [h;;] Hilbert-matrix az az n-edrendi kvad-
ratikus matrix, melyben

1
h;j =

i+j-1

. A Hjp e RI™0

Hilbert-métrix esetében példaul k = 10"). A fentiek éltaldnositasa is
igaz, a hiba nagy sajatértékek esetén kevésbé erdsodik, mint kis sajatér-
tékek esetében.

Vizsgaljuk most meg a szingularis matrix esetét. Eddig feltettiik,
hogy minden sajatérték pozitiv. Most tegyiik fel, hogy nagysag szerint
az els6 s — 1 db sajatértek zérus. A sajatértékek halmaza tehat {0, O, ...
,0 As, As 1, ..., A }. Ekkor az A matrix N(A) magtere (tehat az R" vek-
tortér azon altere, amelyet az A matrix a nullvektorra képez), nem tri-
vialis, tehat nem csak a nullvektort tartalmazza. Ebben az esetben koz-
ismert az R" = N(A) ® R(A) Osszefiiggés, ahol R(A) az A linearis
transzformacid képtere [4]. A megoldas alakja formalisan most (2.1)
helyett az alabbi:

S
-1 %
X = in uju;y
i=1

Megoldas akkor és csak akkor létezik, ha uj'y = 0 ha i > s. Ha ismét
figyelembe vessziik, hogy az adatok zajosak, y helyett y6 -t mérjuk, ak-
kor elséként tekintsiik azt a P projekcio operatort (P* = P), amely képezi
az y6 vetiiletét az R(A) képtérre, majd becsiiljiik meg a megoldas hiba-
jat. Ekkor (2.2) helyett a kévetksezé becslést kapjuk:

x% —x= z%i_luiuf (Py8 - y)

i=1
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Mivel 1 < s esetén ui*Py8 = ui*ys, ezért a korabbiaknak megfeleléen
kapjuk, hogy x® —x| = xgl -8 a megoldas hibaja. A mondottakbol vila-
gos, hogy a hiba nem novekszik a magtérben. Az abszolit hiba ezek
szerint a legkisebb nem nulla sajatérték altal van meghatarozva.

Ha az A matrix « kondicidszama nagy, akkor az Ax =y inverz feladatot
rosszul kondicionéltnak nevezziik. Az altalunk vizsgalt véges dimenzids
probléma sohasem lehet ,rosszul kittizott™ (,,ill-posed”) a Hadamard-féle 3.
szempont szerint. Véges dimenzidban ugyanis a megoldas mindig folyto-
nosan fligg az adatoktol, de nagy kondicidszam esetén a probléma kozel

ugy viselkedik, mintha a fliggés nem lenne folytonos.

3. Matrix normaja,
a kondiciészam altalanosabb alakja

Egy A € R™" matrix normajat az alabbi médon értelmezziik:

o] = sp 12

x#0 "X"
Ezzel egyenértékii az |Ax|<[|A|-|x| egyenl6tlenség. Ez masképpen fo-
galmazva azt jelenti, hogy ha teljesiil az ||Ax| <M -|x| egyenlStlenség,
akkor ||A| <M . Euklideszi normaban az A matrix normaja az alabbi:

|A]= VAmax iA*A )

Tehat a norma az A"A matrix maximalis sajatértékének a négyzetgyoke.
Specidlisan, ha A szimmetrikus matrix, akkor az egyszeriibb
|A]=Amax (A) egyenléséget kapjuk, mivel ekkor A-nak és transzponalt-
janak ugyanazok a sajatértékei, az A A sajatértékei pedig az A sajatérté-
keinek négyzetei.

Az ¢el6z6 pontban az abszolut hibarol nyilatkoztunk. Most az A nor-
majanak fogalmat hasznalva becslést adunk a relativ hibara vonatkozo-
lag. Tegytik fel, hogy A regularis, tovabbd y # 0 €s a mérési hiba dy,
azaz y6 =y + dy. Az y + dy-hoz tartozé megoldas legyen x + ox.

Tehat Ax =y és A(x + 0x) =y + 0y valamint a linearitds miatt Adx =
Sy. Ekkor egyrészt teljesiil, hogy |y||=|Ax||<|A|-[x||, masrészt pedig
x| = “A‘lsyﬁs HA_1H |By|. E két egyenlStlenség egybevetésébdl azt
kapjuk, hogy
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-1 -1
T T 2T NIRRT
M 0 Il

Ebben az altalanosabb esetben az A matrix kondicidszamanak nevezzik
ax= HA‘1H||A|| szorzatot. Innen kdvetkezik, hogy

IISXII IISYII

ami azt jelenti, hogy a megoldas relativ hlbaJa a mér¢és relativ hibajanak

K-szorosara ndvekedhet. Be lehet bizonyitani, hogy a kondicioszam so-

ha nem lehet kisebb, mint 1, tehat k > 1, ami azt jelenti, hogy a relativ
hiba nem csokkenhet. Vildgos, hogy szimmetrikus matrix esetében

L

mm

ugyanis ekkor [[A]=2max (A), _1H )F (A). Ebben az esetben nyil-

vanvalo, hogy x > 1. Az 4ltalanos esetben azonban csak annyi teljesiil,

hogy

max

c=[a!]-fa] 2 Fme

min

tehat, a maximalis és minimalis sajatérték hanyadosa csak alsé korlat a
kondiciészdmra vonatkozolag. Tegyiik most fel, hogy a mérés relativ

oy [

[+ [~

tehat n = Igk azon decimadlis jegyek szama, amelyet elveszitiink, ha hi-
bas jobboldallal szdmolunk.

hibaja~—=10" k . Legyen a kondicioszam k = 10". Ekkor

4. A ,klasszikus”
Van Cittert féle iteracios algoritmus

Az Rx =y (R € R™") inverz feladatra alkalmazzuk elséként a Van
Cittert-t6] szarmazo alabbi eljarast [6]. Mint azt az 1. pontban emlitet-
tiikk, az R matrix altaldban nem kvadratikus (de ha a mérést ugy hajtjuk
végre, hogy m = n legyen, R akkor sem regularis, és nem is szimmetri-
kus). Hogy invertélni lehessen a problémat, szorozzuk meg az egyenlet
mindkét oldalat balrél az R* € R™™ transzponalt matrixszal. Ekkor kap-
juk az (4.1) R'Rx = R'y Gauss-féle normalegyenletet (R'R e R™™). Itt
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az egyiitthatomatrix mar kvadratikus, s6t szimmetrikus ¢és pozitiv
szemidefinit. (Ez indokolja, hogy vizsgalatainkban kiilon hangsulyt fek-
tetiink a szimmetrikus, pozitiv szemidefinit matrixokra.) Alkalmazzuk
az A=R'R e R"" és az y’ = Ry egyszeriisité jeloléseket. Ezzel a meg-
oldand6 egyenletrendszer az Ax = y’ alakot 0lti. (A tovabbiakban y’
helyett y-t irunk, ez nem okoz semmiféle félreértést!) Az Ax =y inverz
feladat altalaban rosszul kondicionalt, igy nagyon érzékeny a mérési
hibara. Az aldbbi algoritmus segitségével olyan megoldast adhatunk,
amely kevésbé érzékeny a hibara.

Az Ax =y egyenletrendszert xX* " = Bx® + f alaku iteracioval old-
juk meg. Ha B fliggetlen a k-tol — ebben az esetben az iteraciot staciona-
riusnak nevezziik —, akkor a konvergencia sziikséges ¢€s elégséges felté-
tele az, hogy B spektralsugarara, p(B) = max [M(B)| < 1 teljesiiljon. Az
iteracios formula az alabbi gondolatmenettel adodik: Legyen A=C - D
az A olyan felbontasa, melyben C regularis. Ekkor Cx — Dx =y atren-
dezésével Cx = Dx + y adodik. Ha ezt megszorozzuk balrol C inverzé-
vel, akkor az x = C"'Dx + C 'y egyenletet kapjuk. Vezessiikk be a B=C"
'D és az = C'y egyszeriisitd jeloléseket. Igy éppen az iteraciora al-
kalmas x = Bx + f alakot kapjuk. Kozelebbré] B=C'(C - A)=E - C
'A, ahol E € R™™ az egységmatrix. A C matrixot ugy célszerli megva-
lasztani, hogy B normadja kicsi legyen, mert ekkor a konvergencia gyors.

A Van Cittert-tl szarmaz6 algoritmus ennek az iteracidnak az aldbbi
formaja: (4.2) x* "V = (B - wA)x® + py A p valés szamot
regularizacids tényezOnek nevezziik. Ebben az esetben tehat B = E —
p-A. Most az a feladat, hogy a p paraméter értékét ugy valasszuk meg,
hogy az iteracié konvergaljon. Legyen az iteracié kezd6értéke x© = py.
Ekkor az egyes iteracios lépések eredménye a kdvetkezo:

xD =xO + Bx® = ny + Buy
x@ = x4+ Bx= uy + Buy + szy =uw(y +By+ Bzy) =
u(E + B+ BYy...
x® =y + By + Bly + ... + B¥y) =

WE+B+B*+ ... +BYy...
Az A matrix sajatértékei legyenek A, Az, ... ,Ay. Ekkor az E — prA mat-
rix sajatértékei nyilvanvaldan a kovetkezok: 1 — pwiy, 1 — phy, ..., 1 —
1A, Vizsgaljuk meg, mi a k-adik iteraciés 1épésben kapott x® kozelités
hatarértéke ha k — oo:
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0
lim x® =p(E+B+B2 +..+BK +...)y=uZBky
k—o k=0

A megoldast tehat egy matrix-hatvanysor allitja el§. Altalanosan igaz,
hogy a

0
ZCkAk
k=0

matrix-hatvanysor konvergenciajanak sziikséges €s elégséges feltétele,
hogy az A matrix A; sajatértékei mindannyian a

o0
S eyzk
k=0

hatvanysor konvergenciakorébe esnek. Ebben az esetben a valds hat-
vanysorokra vonatkozo 6sszegképletek érvényesek maradnak matrixok-
ra vonatkozodlag is. Mivel a

o0
2
k=0
hatvanysor konvergenciahalmaza a |z| < 1 korlap, a matrix-hatvanysor

konvergenciajanak sziikséges és elégséges feltétele, hogy |1 — pAi | <1
teljestiljon minden 1= 1, 2, ... , n esetén. Mivel

< 1
ZZkZ —(l—z)_l,
k=0

-z

ha |z| < 1, ezért kapjuk, hogy ha a sajatértékekre teljesiilnek az elobbi
feltételek, akkor

o0
im x®) = x=u{ ZBkJFu(E—B)_1Y=u(uA)_1y=A_ly
k—o0 k=0

Az iteracioval tehat sikeriil a dekonvolucios problémat megoldani. Most
mar csak az a kérdés, hogy milyen feltételek esetén teljesiilnek az |1 —
wA | <1, a=1,2, ..., n) feltételek. El0szor vizsgaljuk az altalanos
esetet, tegylik fel, hogy a sajatértékek kozott komplexek is el6fordulhat-
nak. Legyen A; = a; + j'b;. Ekkor 1 — p-Ai = (1 — p-aj) — j-ub;. Egy komp-
lex szam abszolut értékének négyzetét Ugy kapjuk, hogy a komplex
szamot szorozzuk a konjugaltjaval. fgy adédik, hogy |1 — pdi |* = [(1 —
wa) — jubl[ (1 — way) + jubi] = p’(a’ + b) — 2pa; + 1. Ez akkor ki-
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sebb, mint 1 minden i-re, ha teljesiil, hogy p[p(ai® + b%) — 2a;] < 0, (i =
1, 2, ..., n). Ez az egyenlOtlenség p-re vonatkozolag a kovetkezd meg-
szoritast jelenti:

2a;

O<p< 2,(i=1,2,...,n),

ar +b;

ha a; > 0. Ha most ismét figyelembe vessziik azt a tényt, hogy A szim-

metrikus €s pozitiv szemidefinit, akkor ebbdl kdvetkezden minden sa-

jatérték valos, igy by = 0, masrészt A; = a; > 0. Ha még az is igaz, hogy A

pozitiv definit, akkor ez annyit jelent, hogy teljesiilnie kell minden i-re a
43) 0<p<->

A
egyenlbtlenségnek. Legyen Amax az A matrix legnagyobb sajatértéke. Az
elébbi n db egyenldtlenség egyszerre teljesiil az alabbi alakban: 0 <p <
2

kmax
Ez pedig pozitiv szemidefinit esetben is elégséges feltétel a konvergen-
cidhoz. A maximalis sajatértékre vonatkozolag pedig adhatunk egy
becslést. Az Au; = Mu; (i=1, 2, ..., n) sajatérték egyenletben az u; € R"
sajatvektor legnagyobb komponense legyen az x; € R valds szdm. A
sajatérték egyenlet j-edik komponense ekkor a

n
D AjpXp =hiX;
p=1

alakot 6lti, ahonnan
n
AjpXp

@4 r ="

<
J
kovetkezik. Mivel x; a fentiek szerint a legnagyobb komponens, ha a
szummaban minden x,-t X;-re cseréliink, akkor az alabbi egyenldtlensé-
get kapjuk:
A < ‘A jp‘
(1=1,2,...,n). A jobboldali 6sszeg az A matrix j-edik soraban talalha-
to elemek abszolut értékeinek Osszege. A Amax sajatértéket, mint ezen

04-
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sordsszegek maximumat hatarozzuk meg. Ennek alapjan valasztjuk meg
a pu regularizacidés paramétert. A Van Cittert algoritmus hatranya, hogy
az alkalmazasa sordn negativ megoldasok is adédnak. Ennek a problé-
manak a kikiiszobdlése érdekében modositotta Gold a fenti algoritmust
az alabbi modon [7].

5. A Gold-féle dekonvoluciés algoritmus

Modositsuk a Van Cittert algoritmust a (4.4) osszefliggésre tdmaszkod-
va ugy, hogy a k-adik iteracids lépésben a
LKW
(5.1) pi= = —

n

i k
ZAij% )
p=1

definicioval valasztunk relaxacids paramétert. Ekkor természetesen tel-
jesiil (4.3), tehat a konvergencia biztositva van. A (4.2) iteracids egyen-
letet hozzuk
KD = 0 g A0y
alakra. Ennek az egyenletnek az i-edik koordinatajaban p helyére he-
lyettesitsiik (5.1) jobb oldalat:
(k)
X

(k+1) _ (k) i v )
X=X A — © Yi— 2 AjpXp
|
zAijp P
p=1

Ha itt a zargjelet felbontjuk és 6sszevonunk, akkor a kdvetkezd iteracios
formulat kapjuk:

(52« Y ()
zAijg()
p=1

(

Ha az iteracié kezdéértékéil az xX¥ = 1 e R" vektort vélasztjuk, és az
(5.2) iteracios formulat alkalmazzuk, akkor kapjuk a Gold-féle
dekonvolucios eljarast [7]. Nagy eldnye a Gold-féle dekonvolucionak a
Van Cittert algoritmushoz képest, hogy ,pozitiv szemidefinit”, azaz
minden megoldas csak nem negativ komponensekbdl all [8]. Ez nyilvan
alapvetd kovetelmény a megoldassal szemben, hiszen az x € R" vektor
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lényegében egy y-spektrum, a negativ megoldasoknak fizikailag nincs

értelme. A Gold féle iteracios algoritmus a kovetkezOképpen miikodik a

gyakorlatban:

a) Meghatarozzuk az iteracio nulladik 1épésében a megoldast: x'¥ = 1
e R",

b) Meghatarozzuk az iteracios Iépések szdmat (L); vagy eldirunk egy
feltételt arra vonatkozolag, hogy az iteracid melyik 1épésben érjen
véget. (Ha példaul adott & > 0 esetén teljesii, hogy
‘Lx L+1) _ x(L)L <e, akkor az X megoldast fogadjuk el.),

c) A Gold-algori
dast,

d) Mivel a Gold-féle iteraciod a nulladik iteraciotol fiiggd stabilis nem
negativ megoldashoz vezet ezért az iteracid hatékonysagat fokoz-
hatjuk azzal (,boosted iteration”), ha Gj kezddértékként az x™
megoldas komponenseinek p-edik hatvanyat valasztjuk rogzitett p
> (0-ra: x%; = (x(L)i)p,

e) Meghatéarozzuk, hogy hany iteracids sorozatot hajtunk végre (K),
¢s visszatériink a ¢) ponthoz. Végiil a ¢) és d) pontokat alkalmaz-
zuk egymas utan K-szor.

(

mus alkalmazasaval meghatarozzuk az x™ megol-
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